
x8. wEKTORNYE SLU^AJNYE WELI^INY.
nEZAWISIMOSTX SLU^AJNYH WELI^IN

lEKCIQ 13

pRI OPREDELENII DEJSTWITELXNOJ SLU^AJNOJ WELI^INY MY INTER-

PRETIROWALI EE KAK NEKOTORU@ ^ISLOWU@ HARAKTERISTIKU ISSLEDUE-

MOGO OB_EKTA. oDNAKO NA PRAKTIKE MY ^A]E STALKIWAEMSQ S ODNO-

WREMENNYM NABL@DENIEM NESKOLXKIH ^ISLOWYH HARAKTERISTIK { SLU-

^AJNYM WEKTOROM, RASPREDELENIE KOTOROGO TAK VE, KAK I W ODNOMER-

NOM SLU^AE, POROVDAETSQ RASPREDELENIEM NA IZMERIMOM PROSTRANSTWE

(
; A) \LEMENTARNYH ISHODOW STATISTI^ESKOGO \KSPERIMENTA. ~TOBY

PROWESTI ANALOGI@ S OPREDELENIEM SKALQRNOJ SLU^AJNOJ WELI^INY,

MY DOLVNY WSPOMNITX STROENIE BORELEWSKIH MNOVESTW W Rn
: rOLX

INTERWALOW ZDESX IGRA@T PRQMOUGOLXNIKI { PODMNOVESTWA Rn WIDA

B = B1� : : :�Bn; GDE KAVDOE Bk ESTX OTKRYTYJ (ak; bk); POLUOTKRY-

TYJ (ak; bk ] I [ ak; bk) ILI ZAMKNUTYJ [ ak; bk ] INTERWAL NA DEJSTWI-

TELXNOJ PRQMOJ R. kONE^NYE OB_EDINENIQ NEPERESEKA@]IHSQ PRQMO-

UGOLXNIKOW OBRAZU@T BULEWU ALGEBRU PODMNOVESTW Rn
; A NAIMENX[AQ

�-ALGEBRA Bn, SODERVA]AQ \TU BULEWU ALGEBRU, OBRAZUET KLASS IZME-

RIMYH PODMNOVESTW Rn ILI SOBYTIJ. tAKIM OBRAZOM MY POLU^AEM

IZMERIMOE PROSTRANSTWO (Rn
; B

n):

oPREDELENIE 8.1. wEKTORNOJ SLU^AJNOJ WELI^INOJ ILI SLU^AJ-

NYM WEKTOROM NAZYWAETSQ IZMERIMOE OTOBRAVENIE X (n) = X
(n)(!) =

(X1(!); : : : ;Xn(!)) PROSTRANSTWA \LEMENTARNYH ISHODOW 
; NADELEN-

NOGO �-ALGEBROJ IZMERIMYH PODMNOVESTW A; W n-MERNOE \WKLIDOWO

PROSTRANSTWO Rn S BORELEWSKOJ �-ALGEBROJ B
n
: dLQ L@BOGO B 2 B

SPRAWEDLIWO WKL@^ENIE X (n) �1(B) = f! : X (n)(!) 2 Bg 2 A:
tEPERX, PO ANALOGII S ODNOMERNYM SLU^AEM, ZADADIM WEROQTNOSTX

Pn NA (R; Bn); POROVDENNU@ WEROQTNOSTX@ P NA (
; A); SOOTNO[ENIEM

Pn(B) = P

�
X

(n) �1(B)
�
; 8B 2 Bn:

kAK BUDET WIDNO W DALXNEJ[EM, ISHODNOE WEROQTNOSTNOE PROSTRAN-

STWO (
; A; P ) IGRAET BOLEE WAVNU@ ROLX W HARAKTERIZACII RASPRE-

DELENIQ X
(n)
; ESLI n > 1: mY BUDEM IZU^ATX WEROQTNOSTNYE MODELI,

KOTORYE MOVNO ZAPISATX W WIDE INTEGRALA lEBEGA

P (X (n) 2 B) =
Z
B

f(x1; : : : ; xn)d�1(x1) � � �d�n(xn)
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OT NEOTRICATELXNOJ FUNKCII f(x1; : : : ; xn) PO MERE d� = d�1 � � �d�n;
GDE KAVDAQ �-KONE^NAQ MERA �i; i = 1; : : : ; n NA BORELEWSKOJ PRQMOJ

(R; B) QWLQETSQ ILI S^ITA@]EJ MEROJ, ILI MEROJ lEBEGA. w TAKOM

SLU^AE WY^ISLENIE WEROQTNOSTI SOBYTIJ B 2 Bn SWODITSQ ILI K SUM-
MIROWANI@ WEROQTNOSTEJ OTDELXNYH TO^EK W Rn

; ILI K WY^ISLENI@

KRATNYH INTEGRALOW rIMANA. fUNKCIQ f W DANNOM SLU^AE WYSTUPA-

ET W ROLI n-MERNOJ FUNKCII PLOTNOSTI. eSTESTWENNO, MOVNO WWESTI

TAKVE PONQTIE n-MERNOJ FUNKCII RASPREDELENIQ

F (x1; : : : ; xn) = P (X1 < x1; : : : ;Xn < xn) =
x1Z
�1

: : :

xnZ
�1

f(x1; : : : ; xn)d�1(x1) � � �d�n(xn);

ODNAKO PRI n > 1 S POMO]X@ \TOJ FUNKCII MOVNO WYRAZITX TOLXKO

WEROQTNOSTI , ,PRQMOUGOLXNIKOW" W Rn
; W TO WREMQ KAK WEROQTNOSTX

POPADANIQ SLU^AJNOGO WEKTORA W PODMNOVESTWA BOLEE SLOVNOJ KON-

FIGURACII (NAPRIMER, \LLIPSOIDY) PRIHODITSQ WY^ISLQTX S POMO-

]X@ INTEGRALA OT FUNKCII PLOTNOSTI. kAK I W ODNOMERNOM SLU^AE,

n-MERNAQ FUNKCIQ RASPREDELENIQ ODNOZNA^NO OPREDELQET RASPREDELE-

NIE WEROQTNOSTEJ NA (Rn
; B

n), TO ESTX IMEET MESTO n-MERNYJ ANALOG

TEOREMY 4.1.

iZ OPREDELENIQ FUNKCII RASPREDELENIQ WYTEKAET, ^TO W SLU^AE NE-

PRERYWNOGO RASPREDELENIQ (� = �1� � � �� �n { MERA lEBEGA) FUNKCIQ

PLOTNOSTI f WYRAVAETSQ ^EREZ FUNKCI@ RASPREDELENIQ POSREDSTWOM

DIFFERENCIROWANIQ

f(x1; : : : ; xn) =
@
n
F (x1; : : : ; xn)

@x1 � � �@xn
;

A W DISKRETNOM SLU^AE (� { S^ITA@]AQ MERA, PRIPISYWA@]AQ EDINI-

CU KAVDOJ TO^KE Rn S CELO^ISLENNYMI KOORDINATAMI)

f(x1; : : : ; xn) = P (X (n) = x
(n)) = P (X1 = x1; : : : ;Xn = xn):

q POLAGA@, WY SAMI SMOVETE ZAPISATX ANALOGI^NYE SWQZI MEVDU F I

f W , ,SME[ANNOM" DISKRETNO-NEPRERYWNOM SLU^AE, KOGDA ^ASTX KOMPO-

NENT SLU^AJNOGO WEKTORA IMEET NEPRERYWNOE RASPREDELENIE, A DRUGAQ

{ DISKRETNOE.

kAK WY^ISLITX SOWMESTNOE RASPREDELENIE OTDELXNYH KOMPONENT

Xi1
; : : : ;Xik

SLU^AJNOGO WEKTORA X
(n)? dLQ \TOGO DOSTATO^NO W FUNK-

CII RASPREDELENIQ X
(n) USTREMITX K +1 WSE PEREMENNYE, OTLI^NYE
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OT xi1
; : : : ; xik

; ILI, ^TO TO VE, PROINTEGRIROWATX FUNKCI@ PLOTNOSTI

PO KAVDOJ IZ PEREMENNYH, OTLI^NYH OT xi1
; : : : ; xik

; W PREDELAH �1:

zAMETIM, ^TO W TEORII WEROQTNOSTEJ PRINQTO NAZYWATX RASPREDE-

LENIQ KAVDOJ KOMPONENTY (SLU^AJNOJ WELI^INY) Xi; i = 1; : : : ; n; {

MARGINALXNYMI ILI ^ASTNYMI RASPREDELENIQMI.

pRIM E R 8.1 (RAWNOMERNOE RASPREDELENIE NA KRUGE.) w ^ASTX

PLOSKOSTI R2, OGRANI^ENNU@ OKRUVNOSTX@ x
2+y

2 = r
2
; NAUGAD BROSA-

ETSQ TO^KA, TAK ^TO EE KOORDINATY (x; y) PREDSTAWLQ@T REALIZACI@

SLU^AJNOGO WEKTORA (X; Y ): kAK I W SLU^AE S BROSANIEM TO^KI NA

OTREZOK PRQMOJ, TERMIN , ,NAUGAD" PONIMAETSQ W SMYSLE ZAWISIMOS-

TI WEROQTNOSTI POPADANIQ TO^KI W NEKOTORU@, IZMERIMU@ PO lEBE-

GU ^ASTX B KRUGA TOLXKO OT PLO]ADI B: tE VE RASSUVDENIQ, ^TO I

PRI WYWODE RAWNOMERNOGO RASPREDELENIQ NA OTREZKE, PRIWODQT NAS K

RAWNOMERNOMU RASPREDELENI@ (X; Y ) S FUNKCIEJ PLOTNOSTI (PO MERE

lEBEGA d� = dxdy) f(x; y); RAWNOJ POSTOQNNOJ 1=�r2; ESLI x
2+ y

2 � 1;

I RAWNOJ NUL@ WNE \TOGO KRUGA.

nAJDEM FUNKCI@ PLOTNOSTI f
X(x) MARGINALXNOGO RASPREDELENIQ

X: dLQ \TOGO MY DOLVNY PROINTEGRIROWATX FUNKCI@ f(x; y) PO PERE-

MENNOJ y W PREDELAH �1 PRI KAVDOM FIKSIROWANNOM ZNA^ENII x 2 R:

eSLI x FIKSIROWANO, TO f(x; y) OTLI^NA OT NULQ I RAWNA 1=�r2 TOLX-

KO PRI ZNA^ENIQH y; UDOWLETWORQ@]IH NERAWENSTWU �pr2 � x
2 � y �p

r
2 � x

2
: sLEDOWATELXNO,

f
X (x) =

1

�r
2

p
r2�x2Z

�
p
r2�x2

dy =
2

�r
2

p
r
2 � x

2
;

ESLI jxj � r; I f
X (x) = 0 W PROTIWNOM SLU^AE. lEGKO WIDETX, ^TO MAR-

GINALXNOE RASPREDELENIE WTOROJ KOMPONENTY Y SLU^AJNOGO WEKTORA

IMEET TOT VE WID. tAKIM OBRAZOM, MARGINALXNYE RASPREDELENIQ KOM-

PONENT OTLI^NY OT RAWNOMERNOGO I IME@T ^ETKO WYRAVENNU@ MODU,

SOWPADA@]U@ S NA^ALOM KOORDINAT.

mARGINALXNYE PLOTNOSTI KOMPONENT SLU^AJNOGO WEKTORA NAIBOLEE

PROSTO NAHODQTSQ W TOM SLU^AE, KOGDA FUNKCIQ PLOTNOSTI X
(n) RAS-

PADAETSQ W PROIZWEDENIE FUNKCIJ PLOTNOSTI OTDELXNYH KOMPONENT.

pONQTNO, ^TO HOTQ BY W DISKRETNOM SLU^AE \TO GOWORIT O NEKOTO-

ROJ , ,NEZAWISIMOSTI" KOMPONENT SLU^AJNOGO WEKTORA. ~TOBY WWES-

TI STROGOE OPREDELENIE TAKOJ NEZAWISIMOSTI, MY DOLVNY OBRATITX-
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SQ K �-PODALGEBRAM ALGEBRY A; POROVDENNYM KAVDOJ KOMPONENTOJ

Xi; i = 1; : : : ; n; WEKTORA X
(n)

.

pUSTX X = X(!) { SLU^AJNAQ WELI^INA NA (
; A) SO ZNA^ENI-

QMI W IZMERIMOM PROSTRANSTWE (R; B): rASSMOTRIM KLASS AX =

fX�1(B); B 2 Bg WSEH PROOBRAZOW \LEMENTOW BORELEWSKOGO POLQ B; PO-
LAGAQ X�1(R) = 
: iMEET MESTO

pREDLOVENIE 8.1. kLASS AX PODMNOVESTW 
 QWLQETSQ �-ALGEB

ROJ (PODALGEBROJ A:)

dOK A Z A T E L X ST WO. dOSTATO^NO PROWERITX AKSIOMY BULEWOJ �-

ALGEBRY (SM. OPREDELENIE 2.5).

(A1): pO OPREDELENI@ AX PROSTRANSTWO \LEMENTARNYH ISHODOW 
 =

X
�1(R) 2 AX :
(A2): pOKAVEM, ^TO DOPOLNENIE

�
X
�1(B)

�
c 2 AX ; KAKOWO BY NI BYLO

B 2 B: dEJSTWITELXNO, SOBYTIE, PROTIWOPOLOVNOE X
�1(B) = f! :

X(!) 2 Bg; OZNA^AET, ^TOX(!) NE PRINADLEVIT B; TO ESTXX(!) 2 B
c
:

tAK KAK B
c 2 B; TO X�1(Bc) =

�
X
�1(B)

�
c 2 AX:

(A3)S: rASSUVDENIQ, ANALOGI^NYE PREDYDU]EMU PUNKTU, POKAZY-

WA@T, ^TO
1[
1

X
�1(Bi) = X

�1

0
@1[

1

Bi

1
A 2 AX :

lEGKO PONQTX, ^TO DANNOE UTWERVDENIE SPRAWEDLIWO NE TOLXKO DLQ

SKALQRNYH SLU^AJNYH WELI^IN, NO I SLU^AJNYH WEKTOROW. tEPERX MY

W SOSTOQNII WWESTI ODNO IZ FUNDAMENTALXNEJ[IH PONQTIJ TEORII WE-

ROQTNOSTEJ I MATEMATI^ESKOJ STATISTIKI.

oPREDELENIE 8.2. sLU^AJNYE WELI^INY (SLU^AJNYE WEKTORY)

X1; : : : ;Xn; ZADANNYE NA ODNOM I TOM VE IZMERIMOM PROSTRANSTWE

(
; A); NAZYWA@TSQ NEZAWISIMYMI W SOWOKUPNOSTI ILI SOWMESTNO NE-

ZAWISIMYMI, ESLI NEZAWISIMY �-PODALGEBRY AX1
; : : : ;AXn

�-ALGEBRY

A; POROVDENNYE SOOTWETSTWU@]IMI SLU^AJNYMI WELI^INAMI.

tAKIM OBRAZOM, W SOOTWETSTWII S OPREDELENIEM 3.4 NEZAWISIMOS-

TI �-ALGEBR, DLQ L@BYH \LEMENTOW (SOBYTIJ) B1; : : : ; Bn BORELEWSKOGO

POLQ B SPRAWEDLIWO RAWENSTWO

P (X1 2 B1; : : : ;Xn 2 Bn) =
nY
1

P (X1 2 Bi); (1)
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TO ESTX SOWMESTNOE RASPREDELENIE NEZAWISIMYH SLU^AJNYH WELI^IN

RASPADAETSQ W PROIZWEDENIE IH MARGINALXNYH RASPREDELENIJ. oKA-

ZYWAETSQ, DLQ NEZAWISIMOSTI SLU^AJNYH WELI^IN DOSTATO^NO POTRE-

BOWATX WYPOLNENIQ BOLEE SLABOGO USLOWIQ, SOSTOQ]EGO W WOZMOVNOSTI

PREDSTAWLENIQ SOWMESTNOJ FUNKCII RASPREDELENIQ X1; : : : ;Xn W WIDE

PROIZWEDENIQ MARGINALXNYH FUNKCIJ RASPREDELENIQ.

pREDLOVENIE 8.2. ( KRITERIJ NEZAWISIMOSTI SLU^AJNYH WE-

LI^IN). sLU^AJNYE WELI^INY X1; : : : ;Xn NEZAWISIMY W SOWOKUPNOS-

TI TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA IH SOWMESTNAQ FUNKCIQ RASPREDELE-

NIQ (FUNKCIQ PLOTNOSTI) RASPADAETSQ W PROIZWEDENIE MARGINALXNYH

FUNKCIJ RASPREDELENIQ (MARGINALXNYH FUNKCIJ PLOTNOSTI):

F (x1; : : : ; xn) =
nY
1

F
Xi(xi); f(x1; : : : ; xn) =

nY
1

f
Xi(xi):

dOK A Z A T E L X ST WO. nEOBHODIMOSTX USLOWIQ O^EWIDNA, POSKOLX-

KU SWOJSTWO MULXTIPLIKATIWNOSTI SOWMESTNOJ FUNKCII RASPREDELE-

NIQ ESTX ^ASTNYJ SLU^AJ RAWENSTWA (1). tAKIM OBRAZOM DOSTATO^-

NO POKAZATX, ^TO DLQ DWUH SLU^AJNYH WELI^IN X I Y RAWENSTWO

F (x; y) = F
X (x)F Y (y) PRI L@BYH x; y 2 R WLE^ET P (X 2 B1; Y 2 B2)

= P (X 2 B1)P (Y 2 B2) DLQ L@BYH B1; B2 2 B; OB]IJ SLU^AJ, KASA@-
]IJSQ NEZAWISIMOSTI n > 2 SLU^AJNYH WELI^IN, RASSMATRIWAETSQ S

PRIWLE^ENIEM METODA MATEMATI^ESKOJ INDUKCII.

pEREPI[EM USLOWIE NEZAWISIMOSTI

P (X 2 (�1; x))P (Y 2 (�1; y)) =

P (fX 2 (�1; x)g \ fY 2 (�1; y)g)
W WIDE

F
X (x) = P (X 2 (�1; x)) =

P (fX 2 (�1; x)g \ fY 2 (�1; y)g)
F
Y (y)

: (2)

pOSKOLXKU FUNKCIQ RASPREDELENIQ F
X(x) ODNOZNA^NO OPREDELQET

MARGINALXNOE RASPREDELENIE P (X 2 B1) SLU^AJNOJ WELI^INY X; (TE-

OREMA 4.1), TO RAWENSTWO (2) WLE^ET

P (X 2 B1) =
PfX 2 B1g \ fY 2 (�1; y)g)

F
Y (y)
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ILI, ^TO TO VE,

F
Y (y) = P (Y 2 (�1; y) =

PfX 2 B1g \ fY 2 (�1; y)g)
P (X 2 B1)

;

DLQ L@BYH B1 2 B: iSPOLXZUQ SNOWA TEOREMU 4.1 OB ODNOZNA^NOM OPRE-

DELENII RASPREDELENIQ WEROQTNOSTEJ SLU^AJNOJ WELI^INY Y POSRED-

STWOM EE FUNKCII RASPREDELENIQ F Y (y); POLU^AEM TREBUEMOE OPREDE-

LENIE NEZAWISIMOSTI:

P (X 2 B1; Y 2 B2) = P (X 2 B1)P (Y 2 B2);

KAKOWY BY NI BYLI B1; B2 2 B:

uTWERVDENIE TEOREMY, KASA@]EESQ FUNKCII PLOTNOSTI, SLEDUET

NEMEDLENNO IZ SOOTNO[ENIQ MEVDU FUNKCIEJ RASPREDELENIQ I FUNK-

CIEJ PLOTNOSTI:

F (x; y) =
xZ

�1

yZ
�1

f(u; v)d�1(u)d�2(v):

sLEDU@]EE UTWERVDENIE, OTNOSQ]EESQ K FUNKCIQM OT NEZAWISIMYH

SLU^AJNYH WELI^IN, POZWOLQET WY^ISLQTX MOMENTNYE HARAKTERISTI-

KI NEKOTORYH RASPREDELENIJ ZNA^ITELXNO PRO]E, ^EM \TO DELALOSX W

x6.
pREDLOVENIE 8.3. eSLI X1; : : : ;Xn NEZAWISIMY W SOWOKUPNOSTI,

TO

10: NEZAWISIMY W SOWOKUPNOSTI SLU^AJNYE WELI^INY Y1 = g1(X1);

: : : ; Yn = gn(Xn); GDE gi; i = 1; : : : ; n { IZMERIMYE FUNKCII;

20: E
nQ
1
Xi =

nQ
1
EXi;

30: D
nP
1
Xi =

nP
1
DXi:

dOK A Z A T E L X ST WO. 10: pOSKOLXKU �-ALGEBRY, POROVDENNYE SLU-

^AJNYMI WELI^INAMI Y1; : : : ; Yn; QWLQ@TSQ PODALGEBRAMI SOOTWETSTWU-

@]IH �-ALGEBR, POROVDENNYH X1; : : : ;Xn; A POSLEDNIE NEZAWISIMY

(SM. OPREDELENIE 3.4), TO DANNOE UTWERVDENIE SLEDUET NEPOSREDSTWEN-

NO IZ OPREDELENIQ 8.2 NEZAWISIMOSTI SLU^AJNYH WELI^IN.

20: pUSTX f(xi) { FUNKCIQ PLOTNOSTI Xi PO MERE �i; i = 1; : : : ; n:

tOGDA, W SILU PREDLOVENIQ 8.2, SOWMESTNAQ FUNKCIQ PLOTNOSTI

f(x1; : : : ; xn) =
nY
1

fi(xi);
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TAK ^TO

E

nY
1

Xi =
Z
R
x1f(x1)d�(x1) � � �

Z
R
xnf(xn)d�(xn) =

nY
1

EXi:

30: iSPOLXZUQ TOLXKO ^TO DOKAZANNOE UTWERVDENIE (2) I SWOJSTWO

LINEJNOSTI MATEMATI^ESKOGO OVIDANIQ, POLU^AEM

D

nX
1

Xi = E

0
@ nX

1

(Xi � EXi)

1
A2 =

E

2
4 nX

1

(Xi �EXi)
2 +

X
i6=j

(Xi � EXi)(Xj �EXj)

3
5 =

nX
1

E(Xi � EXi)
2 +

X
i 6=j

E(Xi � EXi) �E(Xj � EXj) =

nX
1

E(Xi � EXi)
2 =

nX
1

DXi:

kAK BUDET WIDNO W DALXNEJ[EM, WYWOD RQDA WEROQTNOSTNYH MO-

DELEJ STROITSQ NA STOHASTI^ESKOM PREDSTAWLENII NABL@DAEMOJ SLU-

^AJNOJ WELI^INY W WIDE SUMMY NEZAWISIMYH SLU^AJNYH WELI^IN:

X = X1 + : : :+Xn; I PRI \TOM RASPREDELENIE KAVDOJ Xi; i = 1; : : : n

IMEET DOSTATO^NO PROSTOJ WID, NAPRIMER, WY^ISLITX MOMENTY Xi NA-

MNOGO PRO]E, ^EM MOMENTY X: w TAKOM SLU^AE FORMULY PREDLOVENIQ

8.3 UKAZYWA@T PRQMOJ PUTX K WY^ISLENI@ MOMENTOW, A INOGDA I RAS-

PREDELENIQ, SLU^AJNOJ WELI^INY X: w SU]NOSTI, MY UVE ISPOLXZOWA-

LI TEHNIKU TAKIH PREDSTAWLENIJ, KOGDA WYWODILI BINOMIALXNOE RAS-

PREDELENIE { RASPREDELENIE ^ISLA USPEHOW W ISPYTANIQH bERNULLI.
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lEKCIQ 14

pRIM E R 8.2 (O NEKOTORYH SWOJSTWAH BINOMIALXNOGO RASPREDELE-

NIQ). rEZULXTAT KAVDOGO i-GO ISPYTANIQ W SHEME bERNULLI MOVNO RE-

GISTRIROWATX KAK ZNA^ENIE INDIKATORNOJ FUNKCII USPEHA, OBOZNA^AQ

CIFROJ 1 USPEH, A CIFROJ 0 NEUDA^U. tAKIM OBRAZOM, S i-YM ISPYTA-

NIEM SOOTNOSITSQ SLU^AJNAQ WELI^INA Xi; PRINIMA@]AQ ZNA^ENIE 1 S

WEROQTNOSTX@ p I ZNA^ENIE 0 S WEROQTNOSTX@ 1�p: pOSLEDOWATELXNOS-

TI IZ n NEZAWISIMYH ISPYTANIJ bERNULLI STAWITSQ W SOOTWETSTWIE

SLU^AJNYJ WEKTOR X
(n) = (X1; : : : ;Xn); SOSTOQ]IJ IZ NEZAWISIMYH,

ODINAKOWO RASPREDELENNYH PO ZAKONU B(1, p) KOMPONENT (NAPOMNIM,

B(1, p) ESTX ^ASTNYJ SLU^AJ BINOMIALXNOGO RASPREDELENIQ, KOTOROE

MY NAZWALI DWUHTO^E^NYM RASPREDELENIEM). w TAKIH OBOZNA^ENIQH

SLU^AJNAQ WELI^INA X; REALIZACIQ KOTOROJ RAWNA ^ISLU USPEHOW W n

ISPYTANIQH (^ISLU Xi; PRINQW[IH ZNA^ENIE 1), PREDSTAWIMA W WIDE

X =
P
n

1 Xi; I W SILU PREDLOVENIQ 8.3

EX =
nX
1

EXi = nEX1; DX =
nX
1

DXi = nDX1:

iMEEM: EX1 = 1 � p+ 0 � (1� p) = p; EX
2
1 = EX1 = p; DX1 = p� p

2 =

p(1� p); OTKUDA NEMEDLENNO POLU^AEM IZWESTNYE NAM I POLU^ENNYE W

REZULXTATE BOLEE SLOVNYH WYKLADOK FORMULY MOMENTOW BINOMIALX-

NOGO RASPREDELENIQ: EX = np; DX = np(1 � p):

uKAVEM E]E NA ODNO INTERESNOE PRIMENENIE STOHASTI^ESKOGO PRED-

STAWLENIQ BINOMIALXNOJ SLU^AJNOJ WELI^INY X W WIDE SUMMY NEZA-

WISIMYH SLU^AJNYH WELI^IN.

pREDLOVENIE 8.4 (TEOREMA SLOVENIQ DLQ BINOMIALXNOGO RAS-

PREDELENIQ). eSLI X1; : : : ;Xm NEZAWISIMY W SOWOKUPNOSTI I Xk �
B(nk; p); k = 1; : : : ;m; TO

X =
mX
1

Xk � B(n; p);

GDE n = n1 + : : :+ nm:

dOK A Z A T E L X ST WO. kAVDOE Xk ESTX SUMMA nk NEZAWISIMYH, ODI-

NAKOWO RASPREDELENNYH PO ZAKONU B(1, p) SLU^AJNYH WELI^IN. sLEDO-

WATELXNO, X ESTX SUMMA n TAKIH VE WELI^IN, OTKUDA X � B(n; p):
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rASPREDELENIQ, DLQ KOTORYH SPRAWEDLIWY TEOREMY SLOVENIQ, SO-

STAWLQ@T OSOBYJ KLASS USTOJ^IWYH ZAKONOW RASPREDELENIJ, I IZU^E-

NI@ SWOJSTW TAKIH RASPREDELENIJ POSWQ]A@TSQ OTDELXNYE MONOGRA-

FII. wY, NAWERNOE, DOGADYWAETESX, ^TO USTOJ^IWYM QWLQETSQ PUASSO-

NOWSKOE RASPREDELENIE, KAK PREDEL BINOMIALXNOGO. w DALXNEJ[EM MY

POKAVEM, ^TO \TO W DEJSTWITELXNOSTI TAK, RAZRABOTAW BOLEE SOWER-

[ENNYJ MATEMATI^ESKIJ APPARAT DOKAZATELXSTW TEOREM SLOVENIQ. a

SEJ^AS MY DOKAVEM USTOJ^IWOSTX NORMALXNOGO ZAKONA, POLU^IW PRED-

WARITELXNO OB]U@ FORMULU DLQ RASPREDELENIQ SUMMY NEZAWISIMYH

SLU^AJNYH WELI^IN.

pREDLOVENIE 8.5 (FORMULA SWERTKI RASPREDELENIJ). pUSTX X1

I X2 NEZAWISIMY I IME@T NEPRERYWNYE RASPREDELENIQ S FUNKCIQMI

PLOTNOSTI f1(x) I, SOOTWETSTWENNO, f2(x) PO MERE lEBEGA d� = dx:

tOGDA FUNKCIQ PLOTNOSTI f(x) RASPREDELENIQ SLU^AJNOJ WELI^INY

X = X1 +X2 ESTX SWERTKA FUNKCIJ f1 I f2 :

f(x) =
1Z
�1

f1(t)f2(x � t)dt =
1Z
�1

f2(t)f1(x� t)dt:

dOK A Z A T E L X ST WO. sOWMESTNAQ FUNKCIQ PLOTNOSTI f(x1; x2) NE-

ZAWISIMYH SLU^AJNYH WELI^IN X1 I X2 RAWNA (SM. PREDLOVENIE 8.2)

PROIZWEDENI@ IH FUNKCIJ PLOTNOSTI: f(x1; x2) = f1(x1)f2(x2): iS-

POLXZUQ IZWESTNU@ NAM FORMULU (SM. FORMULY POSLE OPREDELENIQ 8.1)

P ((X1;X2) 2 B) =
Z
B

f1(x1)f(x2)dx1dx2

DLQ WY^ISLENIQ WEROQTNOSTEJ POPADANIQ SLU^AJNOGO WEKTORA W L@-

BU@ IZMERIMU@ OBLASTX B NA PLOSKOSTI R2
; PREDSTAWIM FUNKCI@

RASPREDELENIQ SUMMY SLU^AJNYH WELI^IN W WIDE

F (x) = P (X1 +X2 < x) =
Z
t +

Z
s<x

f1(t)f2(s)dtds =
1Z
�1

f1(t)dt
x�tZ
�1

f2(s)ds:

dIFFERENCIRUQ PRAWU@ ^ASTX POSLEDNEGO RAWENSTWA PO x; POLU^AEM

ISKOMU@ PERWU@ FORMULU DLQ PLOTNOSTI f(x): wTORAQ FORMULA SPRA-

WEDLIWA W SILU SIMMETRII WHOVDENIQ FUNKCIJ f1 I f2 W INTEGRALXNOE

PREDSTAWLENIE F (x):

nEPOSREDSTWENNOE PRIMENENIE FORMULY SWERTKI K FUNKCIQM PLO-

TNOSTI NORMALXNOGO RASPREDELENIQ POKAZYWAET, ^TO IMEET MESTO
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pREDLOVENIE 8.6 (TEOREMA SLOVENIQ DLQ NORMALXNOGO RASPRE-

DELENIQ.) eSLI X1; : : : ;Xn NEZAWISIMY W SOWOKUPNOSTI I KAVDOE Xk �
N(�k; �

2
k
); k = 1; : : : ; n; TO

X =
nX
1

Xk � N(
nX
1

�k;

nX
1

�
2
k
):

dOK A Z A T E L X ST WO. pREDLOVENIE DOSTATO^NO DOKAZATX DLQ SLU-

^AQ n = 2, POSKOLXKU DLQ PROIZWOLXNOGO ^ISLA SLAGAEMYH DOKAZA-

TELXSTWO PROWODITSQ METODOM INDUKCII. pRI n = 2 FORMULA SWERTKI

DAET SLEDU@]EE WYRAVENIE DLQ FUNKCII PLOTNOSTI f(x) SLU^AJNOJ

WELI^INY X = X1 +X2 :

f(x) =
1

2��1�2

1Z
�1

exp

8<
:�1

2

 
t� �1

�1

!2
� 1

2

 
x� t� �2

�2

!29=
; dt:

pRIWODQ KWADRATI^ESKU@ FORMU POD ZNAKOM \KSPONENTY K WIDU

�1

2

 
t� a

b

!2
+ h(a:b);

GDE a I b ZAWISQT OT PARAMETROW �i I �i; i = 1; 2; I ISPOLXZUQ IZWEST-

NU@ NAM FORMULU

1p
2�b

1Z
�1

exp

8<
:�

1

2

 
t� a

b

!29=
; dt = 1;

NAHODIM ISKOMU@ FUNKCI@ PLOTNOSTI

f(x) =
1q

2�(�21 + �
2
2)

exp

8<
:�

(x � �1 � �2)
2

2(�21 + �
2
2)

9=
; :
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