
x7. pREDELXNYE TEOREMY W SHEME ISPYTANIJ bERNULLI.

nORMALXNOE RASPREDELENIE

pRI WYWODE RASPREDELENIQ pUASSONA MY ISSLEDOWALI ASIMPTOTIKU

BINOMIALXNOGO RASPREDELENIQ, KOGDA n ! 1; p ! 0; np = � (const):

sU]ESTWUET, ODNAKO, [IROKIJ KLASS PRAKTI^ESKIH ZADA^, W KOTORYH

POSTROENIE WEROQTNOSTNYH MODELEJ TREBUET ASIMPTOTI^ESKOGO ANA-

LIZA BINOMIALXNOGO RASPREDELENIQ PRI FIKSIROWANNOM p 2 (0; 1) I

n!1:

pRIM E R 7.1 (OPREDELENIE WIDIMOJ ZWEZDNOJ WELI^INY). nABL@-

DENIQ ZA IZMENENIEM BLESKA NEBESNYH SWETIL, W ^ASTNOSTI ZWEZD, QW-

LQETSQ ODNOJ IZ WAVNEJ[IH ZADA^ PRAKTI^ESKOJ ASTRONOMII. tOLXKO

S POMO]X@ ANALIZA TAKIH NABL@DENIJ MOVNO OBNARUVITX PEREMEN-

NYE ZWEZDY, POSTAWLQ@]IE INFORMACI@ O RASSTOQNIQH DO OTDALEN-

NYH SWETIL (CEFEIDY), A TAKVE OB IH MASSAH, RAZMERAH I PR. (ZATMEN-

NYE PEREMENNYE I SPEKTRALXNO-DWOJNYE ZWEZDY).

wELI^INA BLESKA ZWEZDY OPREDELQETSQ TAK NAZYWAEMOJ WIDIMOJ

ZWEZDNOJ WELI^INOJ { HARAKTERISTIKOJ SWETIMOSTI, PROPORCIONALX-

NOJ KOLI^ESTWU KWANTOW SWETA, ISHODQ]IH OT ZWEZDY I DOSTIG[IH PRI-

BORA (\LEKTRI^ESKOGO FOTOMETRA,FOTOGRAFI^ESKOJ PLASTINKI I T.P.),

KOTORYJ REGISTRIRUET POTOK LU^EWOJ \NERGII. s TO^KI ZRENIQ PROB-

LEMY POSTROENIQ WEROQTNOSTNOJ MODELI IZMEN^IWOSTI W POWTORNYH

NABL@DENIQH BLESKA, MY IMEEM TU VE KARTINU, ^TO I PRI IZMERENI-

QH INTENSIWNOSTI RADIOAKTIWNOGO ISTO^NIKA: KAVDYJ KWANT SWETA S

OPREDELENNOJ WEROQTNOSTX@ p DOSTIGAET REGISTRIRU@]EGO PRIBORA,

I OB]EE KOLI^ESTWO REGISTRIRUEMYH KWANTOW OPREDELQET REZULXTAT

NABL@DENIQ BLESKA ZWEZDY. pRINCIPIALXNOE RAZLI^IE S IZMERENIQ-

MI RADIOAKTIWNOSTI SOSTOIT W DOSTATO^NO BOLX[OM ZNA^ENII WERO-

QTNOSTI , ,USPE[NOGO ISHODA" p; W TO WREMQ KAK OB]EE KOLI^ESTWO "IS-

PYTANIJ" n (W DANNOM SLU^AE { KOLI^ESTWO KWANTOW, NAPRAWLENNYH

NA PRIBOR) ^REZWY^AJNO WELIKO. tAKIM OBRAZOM WOZNIKAET PROBLEMA

ASIMPTOTI^ESKOGO ANALIZA BINOMIALXNOGO RASPREDELENIQ PRI FIKSI-

ROWANNOM p I n!1:

pRIM E R 7.2 (OPREDELENIE OB]EGO SODERVANIQ SERY W DIZELXNOM

TOPLIWE). oB]EE SODERVANIE SERY SLUVIT ODNOJ IZ WAVNYH HARAK-

TERISTIK \KOLOGI^ESKOJ ^ISTOTY DIZELXNOGO TOPLIWA. rE^X IDET NE

OB "\LEMENTARNOJ SERE" { PROCENTNOM SODERVANII HIMI^ESKOGO \LE-
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MENTA S, ^TO S WYSOKOJ STEPENX@ TO^NOSTI OPREDELQETSQ S POMO]X@

SPEKTRALXNOGO ANALIZA WE]ESTWA, A SPOSOBNOSTI \LEMENTA S PRI SGO-

RANII TOPLIWA SOEDINQTXSQ S KISLORODOM, OBRAZUQ SERNYJ GAZ SO2:

iMENNO \TOT GAZ ^EREZ WYHLOPNYE TRUBY MA[IN POPADAET W SREDU NA-

[EGO OBITANIQ I SOEDINQETSQ S WODOJ, OBRAZUQ SERNU@ KISLOTU H2SO4:

nU, A ^TO TAKOE SERNAQ KISLOTA, I ^TO ONA MOVET NATWORITX S NA[IMI

LEGKIMI, WY ZNAETE IZ [KOLXNOGO KURSA HIMII.

iTAK, RE^X IDET O HIMI^ESKOJ AKTIWNOSTI SERY, SODERVA]EJSQ W

DIZELXNOM TOPLIWE W SWQZANNOM WIDE. aNALIZ \TOJ AKTIWNOSTI PRO-

IZWODITSQ SLEDU@]IM OBRAZOM. bERETSQ OPREDELENNOE KOLI^ESTWO DI-

ZELXNOGO TOPLIWA, SKAVEM 100 GRAMM, I SVIGAETSQ W ZAMKNUTOJ KOLBE.

pRODUKTY SGORANIQ ^ASTI^NO WYPADA@T W ZOLU ILI W WIDE DYMA PO

TRUB^ATOMU OTWODU POPADA@T W DRUGU@ ZAMKNUTU@ KOLBU, NAPOLNEN-

NU@ WODOJ. sERNYJ GAZ SOEDINQETSQ S WODOJ, OBRAZUQ RASTWOR SERNOJ

KISLOTY. tITRUQ \TOT RASTWOR OPREDELENNYM KOLI^ESTWOM ]ELO^I,

MY MOVEM OPREDELITX OB]EE KOLI^ESTWO \LEMENTA SERY, KOTOROE IZ

DIZELXNOGO TOPLIWA ^EREZ SVIGANIE I POSLEDU@]EE SOEDINENIE S KIS-

LORODOM I WODOJ PERE[LO W SERNU@ KISLOTU. rAZDELIW \TO KOLI^ESTWO

SERY NA WES ANALIZIRUEMOJ PROBY TOPLIWA (100 GRAMM) I UMNOVIW RE-

ZULXTAT NA 100%, MY POLU^IM REZULXTAT x NA[EGO STATISTI^ESKOGO

\KSPERIMENTA PO NABL@DENI@ SLU^AJNOJ WELI^INY X:

pOWTORNYE ANALIZY ANALOGI^NYH PROB TOJ VE PARTII TOPLIWA,

W TEH VE USLOWIQH \KSPERIMENTA I NA TEH VE PRIBORAH UKAZYWA@T

NA ZNA^ITELXNU@ IZMEN^IWOSTX REZULXTATOW KAVDOGO \KSPERIMENTA.

mETROLOGI^ESKIJ ANALIZ ISPYTANIJ UKAZYWAET NA TO, ^TO \TA IZMEN-

^IWOSTX W PERWU@ O^EREDX OBUSLOWLENA SLU^AJNYM HARAKTEROM PRO-

CESSOW , ,SPEKANIQ" OPREDELENNOGO KOLI^ESTWA SERY S DRUGIMI PRODUK-

TAMI SGORANIQ I WYPADENIQ IH W ZOLU, A TAKVE NEPOLNYM SOEDINENIEM

SERNOGO GAZA S WODOJ. gRUBO GOWORQ, KAVDAQ MOLEKULA SERY TOLXKO S

NEKOTOROJ DOSTATO^NO WYSOKOJ WEROQTNOSTX@ p MOVET DOSTI^X SWOEGO

KONE^NOGO SOSTOQNIQ W MOLEKULE SERNOJ KISLOTY I WNESTI SWOJ WKLAD W

REZULXTAT x NABL@DENIQ X: pONQTNO, ^TO KOLI^ESTWO n MOLEKUL SERY

W PROBE TOPLIWA ^REZWY^AJNO WELIKO, TOGDA KAK WEROQTNOSTX p DOSTA-

TO^NO WELIKA (BLIZKA K EDINICE). sLEDOWATELXNO, MY IMEEM DELO S

PROBLEMOJ ASIMPTOTI^ESKOGO ANALIZA BINOMIALXNOGO RASPREDELENIQ

PRI RASTU]EM ^ISLE ISPYTANIJ n I POSTOQNNOJ WEROQTNOSTI USPEHA

p:
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oGRANI^IMSQ RASSMOTRENIEM \TIH DWUH PRIMEROW, IZ KOTORYH LEG-

KO WIDETX, ^TO SU]ESTWUET OB[IRNEJ[IJ KLASS STATISTI^ESKIH \KSPE-

RIMENTOW, SWQZANNYH S NABL@DENIEM LINEJNOJ FUNKCII OT SLU^AJNOJ

WELI^INY S BINOMIALXNYM ZAKONOM RASPREDELENIQ B(n, p), W KOTOROM

p=const, A n ^REZWY^AJNO WELIKO. pROWEDEM ASIMPTOTI^ESKIJ ANALIZ

TAKOJ SITUACII I NA^NEM EGO S ISSLEDOWANIQ ASIMPTOTI^ESKOGO POWE-

DENIQ X=n { ^ASTOTNOJ OCENKI WEROQTNOSTI p USPE[NOGO ISPYTANIQ

W SHEME bERNULLI. tOT FAKT, ^TO PRI n!1 OTNOSITELXNAQ ^ASTOTA

X=n STREMITSQ K p W OPREDELENNOM WEROQTNOSTNOM SMYSLE USTANA-

WLIWAET ODIN IZ OSNOWNYH ZAKONOW TEORII WEROQTNOSTEJ, OTKRYTYJ

i.bERNULLI W XVII WEKE.

tEOREMA 7.1. (zAKON BOLX[IH ^ISEL bERNULLI). pUSTX X �
B(n; p). tOGDA, KAKOWO BY NI BYLO " > 0,

lim
n!1P

 �����
X

n
� p

����� > "

!
= 0:

dOK A Z A T E L X ST WO. wOSPOLXZUEMSQ NERAWENSTWOM ~EBY[EWA W

FORME SLEDSTWIQ 6.1, GDE W SLU^AE BINOMIALXNOGO RASPREDELENIQ

EX = np I DX = np(1� p): iMEEM

P

 �����Xn � p

����� > "

!
� D(X=n)

"2
=

np(1� p)=n2

"2
=

p(1� p)

n"2
! 0;

KOGDA n!1:

zAKON BOLX[IH ^ISEL RAZ_QSNQET PRIRODU STABILIZACII OTNOSI-

TELXNOJ ^ASTOTY WYPADENIQ GERBA OKOLO ZNA^ENIQ p = 1=2; KOTO-

RU@ MY NABL@DALI NA PERWOJ LEKCII PO TEORII WEROQTNOSTEJ. dEJ-

STWITELXNO, W SLU^AJNYH \KSPERIMENTAH NELXZQ UTWERVDATX, ^TO

jX=n� p j � "; NA^INAQ S NEKOTOROGO n: iSTINA W TOM, ^TO, NA^INAQ S

NEKOTOROGO n; \TO NERAWENSTWO WYPOLNQETSQ S L@BOJ, NAPERED ZADAN-

NOJ I SKOLX UGODNO BLIZKOJ K EDINICE WEROQTNOSTX@. tAKIM OBRAZOM

MY DOLVNY SKAZATX, ^TO W DANNOM SLU^AE NABL@DAETSQ SHODIMOSTX

PO WEROQTNOSTI, KOTORAQ IMEET SOWER[ENNO DRUGU@ PRIRODU, ^EM TA

SHODIMOSTX, KOTORU@ MY IZU^AEM W KURSE MATEMATI^ESKOGO ANALIZA.

wYWOD ZAKONA BOLX[IH ^ISEL SODERVIT TAKVE OB_QSNENIE FENO-

MENU, SWQZANNOMU S PORQDKOM n
�1=2 O[IBKI W PRIBLIVENII p (= 1=2)
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WELI^INOJ X=n: dEJSTWITELXNO, W SLU^AE p = 1=2 STANDARTNOE OT-

KLONENIE � =
q
D(X=n) = (2

p
n)�1; RASPREDELENIE SLU^AJNOJ WELI-

^INY X=n SIMMETRI^NO, I W SILU PRAWILA , ,DWUH SIGM" INTERWAL

0:5 � n
�1=2 NAKRYWAET 90% CENTRALXNOJ ^ASTI OBLASTI WOZMOVNYH

ZNA^ENIJ X=n:

eSTESTWENNO, ESLI NE DELITX X NA n; TO X ! 1 PO WEROQTNOSTI,

KOGDA n ! 1: nO ESLI X CENTRIROWATX EE SREDNIM ZNA^ENIEM np

I ZATEM MAS[TABIROWATX STANDARTNYM OTKLONENIEM, TO POSTROENNAQ

TAKIM OBRAZOM SLU^AJNAQ WELI^INA Yn = (X � np)=
q
np(1� p) IMEET

PRI n ! 1 NEWYROVDENNOE RASPREDELENIE. wID \TOGO RASPREDELENIQ

USTANAWLIWAET ZNAMENITAQ PREDELXNAQ TEOREMA mUAWRA{lAPLASA (18

WEK!). pRI DOKAZATELXSTWE SU]ESTWENNO ISPOLXZUETSQ SLEDU@]IJ TEH-

NI^ESKIJ REZULXTAT.

lEMMA 7.1. pUSTX X � B(n; p); n ! 1 I CELOE k ! 1 TAK, ^TO

1 > p̂ = k=n = O(1): tOGDA

P (X = k) = f(k jn; p) = 1q
2�np̂(1� p̂)

expf�nH(p̂)g
�
1 +O(n�1)

�
;

GDE

H(x) = x ln
x

p
+ (1� x) ln

1� x

1� p
; 0 < x < 1:

dOK A Z A T E L X ST WO. wOSPOLXZUEMSQ ASIMPTOTI^ESKOJ FORMULOJ

sTIRLINGA

n! =
p
2�nnne�n

�
1 + O(n�1)

�
DLQ FAKTORIALOW n!; k! I (n � k)! W BINOMIALXNOM KO\FFICIENTE Ck

n

I PREDSTAWIM FUNKCI@ PLOTNOSTI BINOMIALXNOGO RASPREDELENIQ W

ASIMPTOTI^ESKOM WIDE:

f(k jn; p) = n!

k!(n� k)!
p
k(1� p

n�k =

p
2�nnn e�npk(1 � p)n�kp

2�k kk e�k
q
2�(n� k) (n � k)n�k e�n+k

 
1 + O

 
1

n

!!
=

expfn ln n� k ln k � (n � k) ln(n� k) + k ln p+ (n� k) ln(1 � p)gr
2�nk

n

�
1� k

n

� �
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�
1 +O

�
n
�1��

:

dOKAZATELXSTWO ZAWER[AETSQ O^EWIDNYMI PREOBRAZOWANIQMI WY-

RAVENIQ, STOQ]EGO W FIGURNYH SKOBKAH POD \KSPONENTOJ, K WIDU

f�nH(p̂)g:

lEKCIQ 12

tEOREMA 7.2. (lOKALXNAQ PREDELXNAQ TEOREMA mUAWRA{

lAPLASA). pUSTX PRI n!1 CELOE k = np+ O(
p
n): tOGDA

f(k jn; p) = 1q
2�np(1 � p)

exp

8<
:�

(k � np)2

2np(1 � p)

9=
;
�
1 +O

�
n
�1=2��

:

dOK A Z A T E L X ST WO. tAK KAK PO USLOWI@ TEOREMY p̂ = k=n =

p+O(n�1=2); TO ESTESTWENNO WOSPOLXZOWATXSQ ASIMPTOTI^ESKOJ FORMU-
LOJ LEMMY 7.1, RAZLAGAQ FUNKCII (p̂ (1� p̂))�1=2 I H(p̂) W RQD tEJLORA

PO STEPENQM p̂� p = O(n�1=2):
iMEEM

(p̂ (1� p̂))�1=2 =
�
(p +O(n�1=2))(1 � p+ O(n�1=2))

��1=2
=

(p (1� p))�1=2(1 +O(n�1=2));

I DLQ DOKAZATELXSTWA TEOREMY OSTAETSQ POKAZATX, ^TO

nH(p̂) =
(k � np)2

2np(1� p)
+O

0
@ 1p

n

1
A : (1)

rAZLOVIM

H(p̂) = p̂ ln
p̂

p
+ (1� p̂) ln

1� p̂

1� p

W RQD tEJLORA W OKRESTNOSTI TO^KI p̂ = p :

H(p̂) = H(p)+ (p̂� p)H 0(p)+
(p̂ � p)2

2!
H
00(p)+

(p̂� p)3

3!
H
000(p+�(p̂�p));

GDE, KAK I W L@BOM RAZLOVENII tEJLORA, 0 < � < 1:

iMEEM H(p) = 0; I TAK KAK H
0(x) = ln(x=p) � ln((1 � x)=(1 � p));

TO H 0(p) = 0: dALEE, H 00(x) = 1=x + 1=(1 � x); OTKUDA H 00(p) = (p(1 �
p))�1: nAKONEC, H 000(x) = �x�2+(1�x)�2; ^TO WLE^ET OGRANI^ENNOSTX
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H
000(p + �(p̂ � p)) PRI BOLX[IH n; POSKOLXKU p OTGRANI^ENO OT 0 I 1.

tAKIM OBRAZOM,

H(p̂) =
(p̂� p)2

2p(1 � p)
+ O

�
(p̂� p)3

�
;

^TO, O^EWIDNO, \KWIWALENTNO (1).

tEOREMA 7.3. (iNTEGRALXNAQ PREDELXNAQ TEOREMA mUAWRA{

lAPLASA). dLQ L@BYH POSTOQNNYH a I b I SLU^AJNOJ WELI^INY

X � B(n; p) SPRAWEDLIWO ASIMPTOTI^ESKOE PREDSTAWLENIE

lim
n!1P

0
@a � X � npq

np(1� p)
< b

1
A =

1p
2�

bZ
a

e
�x2=2

dx: (2)

dOK A Z A T E L X ST WO. iSPOLXZUQ TEOREMU 7.2, PREDSTAWIM WEROQT-

NOSTX P (a � Yn < b) S Yn = (X � np)=
q
np(1 � p) W WIDE

P (a � Yn < b) =

X
k2A

1q
2�np(1� p)

exp

8<
:�

(k � np)2q
2np(1 � p)

9=
;
0
@1 + O

0
@ 1p

n

1
A
1
A ; (3)

GDE MNOVESTWO CELYH ^ISEL

A =

8<
:k : a � k � npq

np(1 � p)
< b

9=
; :

pRIMENENIE LOKALXNOJ PREDELXNOJ TEOREMY W DANNOM SLU^AE OPRAW-

DANO: ESLI k 2 A; TO PRI n!1 SPRAWEDLIWO ASIMPTOTI^ESKOE PRED-

STAWLENIE k = np +O(
p
n):

pOKAVEM TEPERX, ^TO PRAWAQ ^ASTX (3) PREDSTAWLQET SOBOJ SUMMU

dARBU DLQ INTEGRALA W PRAWOJ ^ASTI RAWENSTWA (2). dLQ \TOGO POLO-

VIM

xk =
k � npq
np(1� p)

; �xk = xk � xk�1 =
1q

np(1� p)
; '(x) =

1p
2�

e
�x2=2

I RAZOBXEM OTREZOK [ a; b ] TO^KAMI xk; k 2 A: pOSKOLXKU �xk ! 0 PRI

n!1; A SUMMARNAQ DLINA OTREZKOW RAZBIENIQ

X
k2A

�xk � b� a;
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TO ^ISLO OTREZKOW RAZBIENIQ RASTET S ROSTOM n; W TO WREMQ KAK IH

DLINA STREMITSQ K NUL@. sLEDOWATELXNO,

X
k2A

'(xk)�xk �!
bZ
a

'(x)dx:

dLQ ZAWER[ENIQ DOKAZATELXSTWA OSTAETSQ TOLXKO ZAMETITX, ^TO 0 <

'(x) < 1; I PO\TOMU PRI n!1

0 � X
k2A

'(xk)�xk �O
0
@ 1p

n

1
A � b� ap

n
! 0:

zAME ^ A N I E. iNTEGRALXNAQ TEOREMA mUAWRA{lAPLASA INOGDA

FORMULIRUETSQ W TERMINAH SLEDU@]EGO PRIBLIVENNOGO RAWENSTWA

DLQ RASPREDELENIQ BINOMIALXNOJ SLU^AJNOJ WELI^INY X :

P (a � X < b) � 1p
2�

b�npp
np(1�p)Z
a�npp
np(1�p)

exp

8<
:�

x
2

2

9=
;dx; n� 1: (4)

w TAKOJ ZAPISI TEOREMY ZNAK � OZNA^AET ASIMPTOTI^ESKU@ \KWIWA-

LENTNOSTX PRAWOJ I LEWOJ ^ASTEJ (4) (IH OTNO[ENIE STREMITSQ K EDI-

NICE PRI n ! 1) LI[X W SLU^AE NEZNA^ITELXNOJ UDALENNOSTI a I

b OT CENTRA np BINOMIALXNOGO RASPREDELENIQ. dLQ \TOGO DOSTATO^NO

SRAWNITX ZAPISX ODNOGO I TOGO VE UTWERVDENIQ S POMO]X@ FORMUL

(2) I (4), ^TOBY UBEDITXSQ W SPRAWEDLIWOSTI FORMULY (4) LI[X PRI

ZNA^ENIQH a I b PORQDKA np+O(
p
n): w PROTIWNOM SLU^AE, KAK LEWAQ,

TAK I PRAWAQ ^ASTI (4) S ROSTOM n STREMQTSQ K NUL@, NO S RAZNOJ SKO-

ROSTX@. aSIMPTOTI^ESKIJ ANALIZ BINOMIALXNYH WEROQTNOSTEJ W OB-

LASTQH, UDALENNYH OT np NA PORQDOK BOLX[IJ, ^EM O(
p
n); SOSTAWLQET

SODERVANIE TEOREM O BOLX[IH UKLONENIQH BINOMIALXNOGO RASPREDE-

LENIQ, KOTORYE W NA[EM KURSE TEORII WEROQTNOSTEJ RASSMATRIWATXSQ

NE BUDUT.

kAK IZWESTNO IZ OB]EGO KURSA ANALIZA, INTEGRAL |JLERA{pUASSONA

1p
2�

1Z
�1

e
�x2=2

dx = 1;

PO\TOMU PRI L@BYH � 2 R I � 2 R+
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�

 
x� �

�

!
=

1p
2�

x��

�Z
�1

exp

8<
:�

t
2

2

9=
; dt =

1p
2��

xZ
�1

exp

8<
:�

(t � �)2

2�2

9=
; dt

ESTX FUNKCIQ RASPREDELENIQ, A

1

�
'

 
x � �

�

!
=

d

dx
�

 
x � �

�

!
=

1p
2��

exp

8<
:�

(x � �)2

2�2

9=
; �

FUNKCIQ PLOTNOSTI. |TI FUNKCII OPREDELQ@T DWUHPARAMETRI^ESKOE

SEMEJSTWO NORMALXNYH ILI GAUSSOWSKIH RASPREDELENIJ S NOSITELEM

X = �R = [�1; +1 ] I PARAMETRI^ESKIM PROSTRANSTWOM � = R � R+:

mY BUDEM OBOZNA^ATX \TO RASPREDELENIE N(�; �2):

eSLI � = 0; A � = 1; TO N(0; 1) NAZYWAETSQ STANDARTNYM NOR-

MALXNYM RASPREDELENIEM; EMU SOOTWETSTWU@T FUNKCIQ RASPREDELE-

NIQ �(x) I FUNKCIQ PLOTNOSTI '(x): pOSKOLXKU PARAMETRY NORMALX-

NOGO RASPREDELENIQ QWLQ@TSQ PARAMETRAMI SDWIGA (�) I MAS[TABA

(�); TO SEMEJSTWO NORMALXNYH RASPREDELENIJ ZAMKNUTO OTNOSITELXNO

LINEJNYH PREOBRAZOWANIJ SLU^AJNYH WELI^IN: ESLI X � N(0; 1); TO

Y = �X + � � N(�; �2):

tAK KAK expf�x2=2g { ^ETNAQ FUNKCIQ, TO NORMALXNOE RASPREDE-

LENIE SIMMETRI^NO OTNOSITELXNO TO^KI x = �; KOTORAQ, KAK LEG-

KO WIDETX, QWLQETSQ MODOJ RASPREDELENIQ. sIMMETRI^NOSTX FUNKCII
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PLOTNOSTI WLE^ET TAKVE O^EWIDNYE RAWENSTWA: �(�x) = 1 � �(x) I

�(0) = 1=2: gRAFIKI FUNKCII RASPREDELENIQ I FUNKCII PLOTNOSTI

NORMALXNOGO ZAKONA N(�; �2) PREDSTAWLENY NA RISUNKE.

tAK KAK SREDNEE ZNA^ENIE STANDARTNOGO NORMALXNOGO RASPREDELE-

NIQ

EX =
1p
2�

1Z
�1

x exp

8<
:�

x
2

2

9=
; dx = 0;

(KAK INTEGRAL OT NE^ETNOJ FUNKCII PO WSEMU R), TO �X+� � N(�; �)

IMEET SREDNEE ZNA^ENIE �: w SILU TOJ VE NE^ETNOSTI PODYNTEGRALX-

NYH FUNKCIJ WSE CENTRALXNYE MOMENTY NE^ETNOGO PORQDKA �2k+1 =

E(X � �)2k+1 = 0:

~ETNYE MOMENTY WY^ISLQ@TSQ S POMO]X@ GAMMA-FUNKCII |JLERA:

�2k =
1p
2�

1Z
�1

(x � �)2k exp

8<
:�(x � �)2

2�2

9=
; dx =

2�2kp
2�

1Z
0

t
2k exp

8<
:�t

2

2

9=
; dt =

�
2k2k

p
2p

2�

1Z
0

x
k�1=2

e
�x
dx =

�
2k2k

p
2p

2�
�

 
k +

1

2

!
= �

2k(2k � 1)!!:

w ^ASTNOSTI,DX = �
2
; ^TO OPRAWDYWAET OBOZNA^ENIQ PARAMETROW � I

�
2 NORMALXNOGO RASPREDELENIQ. tAK KAK �4 = 3�4; TO KO\FFICIENT \KS-

CESSA 
2 = 0: w SILU \TOGO PIKOOBRAZNOSTX ILI SPL@]ENNOSTX WER[I-

NY FUNKCII PLOTNOSTI L@BOGO RASPREDELENIQ SOOTNOSITSQ S KRIWOJ

NORMALXNOJ PLOTNOSTI, KOTORAQ ^ASTO NAZYWAETSQ W ^ESTX f. gAUSSA

GAUSSIADOJ.

iTAK, WOZWRA]AQSX K NA[IM PRIMERAM S OPREDELENIQMI WIDIMOJ

ZWEZDNOJ WELI^INY I OB]EGO SODERVANIQ SERY W DIZELXNOM TOPLI-

WE, MY DOLVNY PRIJTI K ZAKL@^ENI@ O NORMALXNOSTI RASPREDELE-

NIQ NABL@DAEMOJ SLU^AJNOJ WELI^INY (ZAMETIM, ^TO \TO PREDPOLO-

VENIE BLESTQ]E PODTWERVDAETSQ STATISTI^ESKIM ANALIZOM REALXNYH

DANNYH). w \TOM RASPREDELENII � IGRAET ROLX PARAMETRA, NEIZWEST-

NOE ZNA^ENIE KOTOROGO SOSTAWLQET PREDMET PROWODIMOGO ISSLEDOWANIQ

(\KSPERIMENTA), W TO WREMQ KAK ZNA^ENIE � HARAKTERIZUET O[IBKU NA-

BL@DENIJ.
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