
x6. hARAKTERISTIKI RASPREDELENIQ SLU^AJNOJ WELI^INY.
kLASSIFIKACIQ RASPREDELENIJ

mY POSTROILI [ESTX WEROQTNOSTNYH MODELEJ, I ESLI PRED NAMI

STOIT ZADA^A IH KLASSIFIKACI, TO PERWAQ O^EWIDNAQ OSOBENNOSTX, KO-

TOROJ OBLADAET KAVDOE IZ RASPREDELENIJ SOOTWETSTWU@]EJ SLU^AJ-

NOJ WELI^INY, \TO { NEPRERYWNOSTX ILI RAZRYWNOSTX FUNKCII RAS-

PREDELENIQ. pOLU^ENNYE SEMEJSTWA RASPREDELENIJ MOVNO RAZBITX NA

DWA KLASSA { DISKRETNYJ I NEPRERYWNYJ.

gIPERGEOMETRI^ESKOEGG(N,M,n), BINOMIALXNOE B(n,p), PUASSONOW-

SKOE P(�) I GEOMETRI^ESKOE Geo(p) RASPREDELENIQ PRINADLEVAT K DI-

KRETNOMU KLASSU. pRI WYWODE \TIH RASPREDELENIJ MY WPOLNE MOGLI

BY OGRANI^ITXSQ TEHNIKOJ \LEMENTARNOJ TEORII WEROQTNOSTEJ, PO-

SKOLXKU PROSTRANSTWA \LEMENTARNYH ISHODOW (ZNA^ENIJ SLU^AJNOJ WE-

LI^INY X) SOSTOQLI IZ KONE^NOGO ILI S^ETNOGO ^ISLA TO^EK, I FUNK-

CII PLOTNOSTI f(x j �) W OBLASTI IH NENULEWYH ZNA^ENIJ OPREDELQLI
WEROQTNOSTI KAVDOGO \LEMENTARNOGO ISHODA X = x: gRAFI^ESKOE IZ-

OBRAVENIE f(x) = f(x j �) KAK FUNKCII x PRI KAVDOM FIKSIROWANNOM

� POZWOLQET NAIBOLEE POLNO PREDSTAWITX KARTINU OB]EGO RASPREDELE-

NIQ WEROQTNOSTEJ I, ODNOWREMENNO, WYZYWAET NEKOTORYE ASSOCIACII S

\NAGRUVENNYM STERVNEM", A TAKVE STREMLENIE HARAKTERIZOWATX RAS-

PREDELENIE MASS PO STERVN@ TAKIMI MEHANI^ESKIMI HARAKTERISTI-

KAMI, KAK CENTR TQVESTI, MOMENT INERCII, ASIMMETRIQ I \KSCESS W

RASPREDELENII MASS I PR.

-
x

6
f(x)

0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

pRIBEGAQ K TAKOJ \MEHANI^ESKOJ" INTERPRETACII RASPREDELENIQ

WEROQTNOSTEJ, MY SOOTNOSIM WEROQTNOSTX SOBYTIQ X 2 B PRI L@BOM

B 2 B S MASSOJ U^ASTKA STERVNQ B I WY^ISLQEM WELI^INU \TOJ MASSY
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PO FORMULE

P (B) =
X
x2B

f(x):

cENTR TQVESTI NAGRUVENNOGO STERVNQ NAZYWAETSQ SREDNIM ZNA^ENI-

EM SLU^AJNOJ WELI^INY X; OBOZNA^AETSQ EX I WY^ISLQETSQ KAK

EX =
X
x2R

xf(x):

mOMENT INERCII OTNOSITELXNO TO^KI � = EX; RAWNYJ

DX =
X
xR

(x� �)2f(x);

HARAKTERIZUET MERU RAZBROSA (UDALENNOSTI) OTDELXNYH TO^EK NAGRU-

VENIQ OT CENTRA MASS, I PO\TOMU W TEORII WEROQTNOSTEJ NAZYWAETSQ

DISPERSIEJ SLU^AJNOJ WELI^INY X: kROME STANDARTNOGO OBOZNA^ENIQ

DX; ZA WELI^INOJ DISPERSII ZAKREPLEN SIMWOL �2; W TO WREMQ KAK

KWADRATNYJ KORENX IZ DISPERSII � =
p
DX NAZYWAETSQ STANDART-

NYM OTKLONENIEM X:

nESOMNENNYJ PRAKTI^ESKIJ INTERES PREDSTAWLQET TAKVE TO^KA DO-

STIVENIQ MAKSIMUMA FUNKCII f(x); KAK NAIBOLEE WEROQTNOGO ZNA^E-

NIQ X: |TA TO^KA NAZYWAETSQ MODOJ RASPREDELENIQ X; I KAK-TO TAK

SLOVILOSX, ^TO STANDARTNOGO, NAIBOLEE RASPROSTRANENNOGO OBOZNA^E-

NIQ U \TOJ HARAKTERISTIKI NET, RAZWE LI[X mod(X):

mY NE BUDEM TOROPITXSQ S WWEDENIEM DRUGIH HARAKTERISTIK RAS-

PREDELENIQ X; A TAKVE ILL@STRIROWATX WY^ISLENIQ EX; DX I

mod(X) NA KONKRETNYH RASPREDELENIQH, I SNA^ALA POPYTAEMSQ WWESTI

ANALOGI \TIH HARAKTERISTIK DLQ SLU^AJNYH WELI^IN S NEPRERYWNOJ

FUNKCIEJ RASPREDELENIQ.

k KLASSU NEPRERYWNYH RASPREDELENIJ PRINADLEVAT RAWNOMERNOE

U(a,b) I POKAZATELXNOE E(�) RASPREDELENIQ. pRI POSTROENII \TIH WE-

ROQTNOSTNYH MODELEJ FUNKCIQ RASPREDELENIQ IGRALA OPREDELQ@]U@

ROLX I TEOREMA 4.1 ISPOLXZOWALASX PO SU]ESTWU.

gRAFI^ESKOE IZOBRAVENIE NEPRERYWNOJ FUNKCII RASPREDELENIQ

WRQD LI STOIT RASSMATRIWATX KAK STOLX VE NAGLQDNU@ ILL@STRACI@

RASPREDELENIQ WEROQTNOSTEJ, KAK, NAPRIMER, GRAFIK FUNKCII PLOT-

NOSTI (FUNKCII SKA^KOW) RASPREDELENIQ DISKRETNOGO TIPA. |TO ZAME-

^ANIE W RAWNOJ STEPENI OTNOSITSQ KAK K DISKRETNOMU, TAK I NEPRE-

RYWNOMU KLASSU RASPREDELENIJ. gRAFIKI WOZRASTA@]IH FUNKCIJ S
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OBLASTX@ ZNA^ENIJ W INTERWALE [ 0; 1 ] TAK POHOVI DRUG NA DRUGA, ^TO

IH GLAWNAQ PRIME^ATELXNOSTX { TO^KI PEREGIBA { \NA GLAZ" OPREDELQ-

@TSQ TOLXKO PRI WYSOKIH HUDOVESTWENNYH DOSTOINSTWAH GRAFI^ESKO-

GO IZOBRAVENIQ. dRUGOE DELO { PROIZWODNAQ FUNKCII, GDE \TI TO^KI

PEREGIBA PREWRA]A@TSQ W TO^KI \KSTREMUMA. s DRUGOJ STORONY, PRO-

IZWODNAQ FUNKCII RASPREDELENIQ W NEPRERYWNOM SLU^AE, TAK VE KAK

I FUNKCIQ SKA^KOW DISKRETNOGO RASPREDELENIQ, DOPUSKAET MEHANI^ES-

KU@ INTERPRETACI@ FUNKCII PLOTNOSTI EDINI^NOJ MASSY, \RAZMA-

ZANNOJ" PO BESKONE^NOMU STERVN@, I W RAMKAH \TOJ INTERPRETACII

MY SNOWA MOVEM RASSMATRIWATX TAKIE HARAKTERISTIKI, KAK CENTR TQ-

VESTI, MOMENT INERCII I TOMU PODOBNOE.

iTAK, OPREDELIM FUNKCI@ PLOTNOSTI NEPRERYWNOGO RASPREDELE-

NIQ F (x) KAK PROIZWODNU@ f(x) = dF (x)=dx; KOTORAQ W NA[EM SLU^AE

OPREDELQETSQ PO^TI WS@DU PO MERE lEBEGA, ^TO, KAK BUDET W DALX-

NEJ[EM, WPOLNE DOSTATO^NO DLQ WY^ISLENIQ HARAKTERISTIK NEPRE-

RYWNOGO RASPREDELENIQ. tAK, DLQ RAWNOMERNOGO RASPREDELENIQ f(x) =

f(x j �) = 0 RAWNA NUL@ WNE SEGMENTA [ a; b ] I f(x j �) = (b � a)�1; TO

ESTX POSTOQNNA NA \TOM SEGMENTE. w SLU^AE POKAZATELXNOGO RASPREDE-

LENIQ f(x j �) = 0 PRI x < 0;

f(x j �) = 1

�
exp

(
�x
�

)
;

ESLI x � 0; I OTNESENIE TO^KI x = 0 K OBLASTI NULEWYH ZNA^ENIJ

FUNKCII f O^EWIDNO NE IZMENIT ZNA^ENIJ INTEGRALXNYH HARAKTERIS-

TIK RASPREDELENIQ; ANALOGI^NOE ZAKL@^ENIE MOVNO SDELATX I OTNO-

SITELXNO KONCEWYH TO^EK a I b RAWNOMERNOGO RASPREDELENIQ U(a, b).

fUNKCIQ RASPREDELENIQ IZ NEPRERYWNOGO KLASSA WYRAVAETSQ ^EREZ

SWO@ FUNKCI@ PLOTNOSTI W WIDE

F (x) =
xZ

�1

f(t)dt;

A WEROQTNOSTX , ,POPADANIQ" X W NEKOTOROE PROIZWOLXNOE BORELEWSKOE

MNOVESTWO B (WEROQTNOSTX SOBYTIQ B) ZAPISYWAETSQ KAK

P (X 2 B) =
Z
B
f(x)dx =

Z
R
IB(x)f(x)dx;

GDE IB(x) { INDIKATORNAQ FUNKCIQ MNOVESTWA B: eSTESTWENNO, W SI-

LU QWNOJ NEREGULQRNOSTI (RAZRYWNOSTI I PRO^IH PAKOSTEJ) PODYN-
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TEGRALXNYH FUNKCIJ INTEGRALY W \TIH FORMULAH SLEDUET RASSMAT-

RIWATX KAK INTEGRALY lEBEGA PO LEBEGOWOJ MERE dx NA BORELEWSKOJ

PRQMOJ (R; B):

cENTR TQVESTI STERVNQ S NEPRERYWNYM RASPREDELENIEM MASS, KO-

TOROE OPREDELQETSQ FUNKCIEJ PLOTNOSTI f(x); WY^ISLQETSQ PO IZWEST-

NOJ FORMULE

� = EX =
1Z

�1

xf(x)dx

I NAZYWAETSQ, KAK I W DISKRETNOM SLU^AE, SREDNIM ZNA^ENIEM SLU^AJ-

NOJ WELI^INY X: tO^NO TAK VE MOMENT INERCII

�2 = DX =
1Z

�1

(x� �)2f(x)dx

NAZYWAETSQ DISPERSIEJ X; A � { STANDARTNYM OTKLONENIEM. nAKO-

NEC, TO^KA DOSTIVENIQ MAKSIMUMA FUNKCII PLOTNOSTI:

mod(X) = argmax
x2R

f(x) �

MODOJ RASPREDELENIQ X: oKRESTNOSTX TO^KI mod(X) OBLADAET NAI-

BOLX[EJ KONCENTRACIEJ WEROQTNOSTNOJ MASSY.

lEKCIQ 9

eSTESTWENNO, RASSMOTREW DWA OSNOWNYH KLASSA RASPREDELENIJ, MY

MOGLI BY TEPERX PRODOLVITX IZU^ENIE HARAKTERISTIK RASPREDELENIJ

KAVDOGO TIPA, NO WOZNIKAET ESTESTWENNYJ WOPROS, A SU]ESTWU@T LI

SME[ANNYE DISKRETNO-NEPRERYWNYE RASPREDELENIQ ILI WOOB]E RAS-

PREDELENIQ, NE PRINADLEVA]IE K IZU^ENNYM KLASSAM, I KAK TOGDA

WY^ISLQTX IH SREDNIE ZNA^ENIQ I DISPERSII?

~TO KASAETSQ DIKRETNO-NEPRERYWNYH RASPREDELENIJ, TO O SU]EST-

WOWANII I PRAKTI^ESKOJ CENNOSTI TAKIH RASPREDELENIJ UKAZYWAET

SLEDU@]AQ WEROQTNOSTNAQ MODELX TEORII NADEVNOSTI. pREDPOLOVIM,

^TO PREDPRIQTIE WYPUSKAET IZDELIQ S POKAZATELXNYM RASPREDELENI-

EM DOLGOWE^NOSTI, NO W SILU SPECIFI^ESKIH DEFEKTOW PROIZWODSTWA

KAVDOE IZDELIE S NEKOTOROJ WEROQTNOSTX@ p MOVET BYTX \MERTWO-

ROVDENNYM", TO ESTX OTKAZATX PRI EGO \WKL@^ENII". w TAKOM SLU^AE

FUNKCIQ RASPREDELENIQ DOLGOWE^NOSTI W OBLASTI x > 0 IMEET WID
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(ISPOLXZUETSQ FORMULA POLNOJ WEROQTNOSTI) F (x) = p + (1 � p)(1 �
expf�x=�g); A SREDNIJ SROK SLUVBY

EX = 0 � p+ (1� p)��1
1Z
0

x exp f�x=�g dx = (1� p)� �

OPQTX NOWAQ FORMULA DLQ WY^ISLENIQ HARAKTERISTIK RASPREDELENIQ

X!

dALX[E { BOLX[E, OKAZYWAETSQ SU]ESTWUET E]E ODIN TIP RASPRE-

DELENIJ, WY^ISLENIE HARAKTERISTIK KOTOROGO WOOB]E NEMYSLIMO WNE

RAMOK TEORII INTEGRALA lEBEGA. pOMNITE, MY GOWORILI S WAMI O SWQ-

ZI MEVDU SHEMOJ ISPYTANIJ bERNULLI S WEROQTNOSTX@ USPE[NOGO IS-

PYTANIQ p = 1=2 I RAWNOMERNYM RASPREDELENIEM NA OTREZKE [ 0; 1 ]?

oKAZYWAETSQ, ESLI WEROQTNOSTX USPEHA p 6= 1=2; TO DWOI^NAQ DROBX,

SOSTAWLENNAQ IZ REALIZACIJ INDIKATOROW USPEHA, PREDSTAWLQET RE-

ZULXTAT NABL@DENIQ SLU^AJNOJ WELI^INY S WESXMA ZAGADO^NOJ FUNK-

CIEJ RASPREDELENIQ. wO-PERWYH, \TA FUNKCIQ PO^TI WS@DU POSTOQNNA

{ PROIZWODNAQ OT NEE PO^TI WS@DU PO MERE lEBEGA NA (R; B) RAWNA

NUL@. tEM NE MENEE \TA FUNKCIQ WOZRASTAET, NEPRERYWNA(!), NO TO^KI

EE ROSTA SOSTAWLQ@T S^ETNOE MNOVESTWO, IME@]EE, ESTESTWENNO, NU-

LEWU@ LEBEGOWU MERU. sOOTWETSTWU@]AQ \TOJ FUNKCII RASPREDELENIQ

WEROQTNOSTNAQ MERA P NA BORELEWSKOJ PRQMOJ SINGULQRNA OTNOSITELX-

NO MERY lEBEGA: ESLI MNOVESTWO B 2 B IMEET NULEWU@ LEBEGOWU MERU,

TO OTS@DA NE SLEDUET, ^TO P (B) = 0:

rASPREDELENIQ TAKOGO WIDA, IME@]IE NEPRERYWNU@ FUNKCI@ RAS-

PREDELENIQ, NO SINGULQRNYE PO OTNO[ENI@ K MERE lEBEGA, SOSTAWLQ-

@T KLASS SINGULQRNYH RASPREDELENIJ. lEGKO PONQTX, ^TO QWNAQ ZAPISX

TAKIH RASPREDELENIJ WRQD LI WOZMOVNA. w NA[EM PRIMERE S POSTROE-

NIEM REALIZACIJ SLU^AJNOJ WELI^INY X S POMO]X@ SHEMY bERNULLI

DLQ FUNKCII RASPREDELENIQ X SOSTAWLQETSQ NEKOTOROE OPERATORNOE

URAWNENIE, I ESLI MY HOTIM RASS^ITATX WEROQTNOSTI POPADANIQ X W

INTERWALY NA PRQMOJ, TO PRIDETSQ ISPOLXZOWATX ^ISLENNYE METODY

RE[ENIQ TAKIH URAWNENIJ. kONE^NO, MY NE BUDEM ZANIMATXSQ SEJ^AS

WYWODOM URAWNENIQ, OPREDELQ@]EGO SINGULQRNU@ FUNKCI@ RASPREDE-

LENIQ { \TO SLI[KOM TRUDOEMKAQ ZADA^A, DLQ RE[ENIQ KOTOROJ U NAS

NET WREMENI.

iTAK, MY RASSMOTRELI TRI TIPA RASPREDELENIJ: DISKRETNYJ, NE-

PRERYWNYJ I SINGULQRNYJ. uDIWITELXNO TO, ^TO DRUGIH TIPOW NE
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SU]ESTWUET, O ^EM SWIDETELXSTWUET ZNAMENITAQ

tEOREMA lEBEGA. l@BAQ FUNKCIQ RASPREDELENIQ PREDSTAWIMA W

WIDE SUMMY TREH NEOTRICATELXNYH, NEUBYWA@]IH FUNKCIJ, ODNA IZ

KOTORYH ABSOL@TNO NEPRERYWNA I IMEET NEOTRICATELXNU@ PROIZWOD-

NU@ NA MNOVESTWE POLOVITELXNOJ LEBEGOWOJ MERY; WTORAQ QWLQETSQ

STUPEN^ATOJ I OBLADAET NE BOLEE ^EM S^ETNYM MNOVESTWOM TO^EK RAZ-

RYWA (SKA^KOW); TRETXQ NEPRERYWNA, NO IMEET NE BOLEE ^EM S^ETNOE

MNOVESTWO TO^EK ROSTA.

dOKAZATELXSTWO \TOJ TEOREMY WYHODIT IZ RAMOK NA[EGO OB]EGO

KURSA TEORII WEROQTNOSTEJ. w NE STOLX OTDALENNYE WREMENA, KOGDA

W UNIWERSITETE ZANIMALISX PREPODAWANIEM FUNDAMENTALXNYH NAUK, A

NE OBU^ENIEM PRIMITIWNOMU REMESLU, TEOREMA lEBEGA DOKAZYWALASX W

OB]EM KURSE MATEMATI^ESKOGO ANALIZA. iZ TEOREMY lEBEGA WYTEKAET,

^TO W ^ISTOM WIDE SU]ESTWUET TOLXKO TRI TIPA RASPREDELENIJ, IZ

KOTORYH DWA (NEPRERYWNYJ I DISKRETNYJ) NAM ZNAKOMY, A TRETIJ {

SINGULQRNYJ { ZAGADO^EN, I MY POKA NE W SOSTOQNII PREDSTAWITX SEBE,

KAKIM OBRAZOM WY^ISLQTX INTEGRAL lEBEGA,

EX =
Z
R

xdP (x);

OPREDELQ@]IJ SREDNEE ZNA^ENIE SLU^AJNOJ WELI^INY X S SINGULQR-

NYM RASPREDELENIEM WEROQTNOSTEJ P (B); B 2 B:

sPE[U OBRADOWATX WAS, ^TO MY NE BUDEM RASSMATRIWATX SINGULQR-

NYE WEROQTNOSTNYE MODELI. tEM NE MENEE SU]ESTWUET WESXMA OB]IJ

PODHOD K OPREDELENI@ FUNKCII PLOTNOSTI DLQ L@BOGO, W TOM ^IS-

LE I SME[ANNOGO, TIPOW RASPREDELENIJ, OPIRAQSX NA KOTORYJ MOVNO

PREDLOVITX NEKOTORYJ OB]IJ METOD OPREDELENIQ I WY^ISLENIQ HA-

RAKTERISTIK RASPREDELENIJ RAZLI^NYH TIPOW. |TOT PODHOD UKAZYWA-

ET SLEDU@]AQ, NE MENE ZNAMENITAQ, ^EM TEOREMA lEBEGA,

tEOREMA rADONA{nIKODIMA. pUSTX NA BORELEWSKOJ PRQMOJ

(R; B) ZADANY WEROQTNOSTXP I SIGMA-KONE^NAQ MERA �; PRI^EM P ABSO-

L@TNO NEPRERYWNA OTNOSITELXNO �; TO ESTX �(B) = 0 WLE^ET P (B) = 0:

tOGDA DLQ PO^TI WSEH PO MERE � TO^EK x 2 R SU]ESTWUET TAKAQ EDIN-

STWENNAQ FUNKCIQ f(x); ^TO

P (B) =
Z
B
f(x)d�(x); 8B 2 B: (1)
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|TA TEOREMA, DOKAZATELXSTWO KOTOROJ MY TAKVE OPUSKAEM (I NE

POTOMU, ^TO WREMENI NET, A PROSTO { ZNANIJ NE HWATAET), POZWOLQET

WWESTI ODNO IZ CENTRALXNYH PONQTIJ TEORII WEROQTNOSTEJ, POSTOQNNO

ISPOLXZUEMOE PRI POSTROENII WEROQTNOSTNYH MODELEJ.

oPREDELENIE 6.1. fUNKCIQ f(x); OPREDELQEMAQ SOOTNO[ENIEM (1)

DLQ PO^TI WSEH PO MERE � TO^EK x 2 R; NAZYWAETSQ FUNKCIEJ PLOTNOS-

TI RASPREDELENIQ WEROQTNOSTEJ P PO MERE �: |TA FUNKCIQ NAZYWAET-

SQ TAKVE PROIZWODNOJ rADONA{nIKODIMA MERY P PO MERE �; I IMEET

MESTO SIMWOLI^ESKAQ ZAPISX f(x) = dP=d�:

w RAMKAH \TOGO OPREDELENIQ, WWEDENNAQ WY[E FUNKCIQ PLOTNOSTI

NEPRERYWNOGO RASPREDELENIQ ESTX PROIZWODNAQ rADONA{nIKODIMA WE-

ROQTNOSTI P PO MERE lEBEGA d� = dx NA BORELEWSKOJ PRQMOJ. tAK KAK

WEROQTNOSTX P W SOOTWETSTWII S TEOREMOJ 4.1 OPREDELQLASX S POMO]X@

FUNKCII RASPREDELENIQ F (x); TO MY ISPOLXZOWALI TOT WARIANT PROIZ-

WODNOJ rADONA{nIKODIMA, KOTORYJ SOWPADAET S OBY^NOJ PROIZWODNOJ

FUNKCII F (x); DOOPREDELQQ \TU FUNKCI@ W TO^KAH, GDE PROIZWODNAQ

NE SU]ESTWUET TAKIM OBRAZOM, ^TOBY NE WOZNIKALI DOPOLNITELXNYE

RAZRYWY. ~TO VE KASAETSQ DISKRETNOGO SLU^AQ, TO ZDESX MY ISPOLX-

ZOWALI PROIZWODNU@ rADONA{nIKODIMA PO S^ITA@]EJ MERE � : DLQ

L@BOGO B 2 B MERA �(B) RAWNA KOLI^ESTWU TO^EK S CELO^ISLENNY-

MI KOORDINATAMI, KOTORYE PRINADLEVAT B: nAPRIMER, BORELEWSKOE

MNOVESTWO B = [�2:5; 5] SODERVIT WOSEMX TO^EK S CELO^ISLENNYMI

KOORDINATAMI �2; �1; 0; : : :5, I PO\TOMU �(B) = 8: w \DROBNYH" TO^-

KAH x 2 R MY POLAGALI f(x) = 0; HOTQ MOGLI BY WYBIRATX L@BYE

DRUGIE ZNA^ENIQ PRI WY^ISLENII WEROQTNOSTEJ PO FORMULE (1). dE-

LO W TOM, ^TO PRI INTEGRIROWANII PO DISKRETNOJ S^ITA@]EJ MERE

INTEGRAL lEBEGA OT L@BOJ FUNKCII PREWRA]AETSQ W SUMMU ZNA^ENIJ

\TOJ FUNKCII W CELO^ISLENNYH TO^KAH, I (1) PRINIMAET IZWESTNYJ

NAM IZ \LEMENTARNOJ TEORII WEROQTNOSTEJ WID

P (B) =
X
x2B

P (X = x) =
X
x2B

f(x):

tEPERX MY OBLADAEM OB]IM PODHODOM K OPREDELENI@ HARAKTERIS-

TIK RASPREDELENIQ SLU^AJNOJ WELI^INY X: zNA^ITELXNAQ ^ASTX IZ

NIH OPREDELQETSQ ^EREZ INTEGRAL lEBEGA PO MERE (WEROQTNOSTI) P OT

SPECIALXNO PODOBRANNYH FUNKCIJ.
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oPREDELENIE 6.2. pUSTX X { SLU^AJNAQ WELI^INA S RASPREDE-

LENIEM P I f(x) { FUNKCIQ PLOTNOSTI P PO SIGMA-KONE^NOJ MERE

�: mATEMATI^ESKIM OVIDANIEM L@BOGO IZMERIMOGO OTOBRAVENIQ

g(X) BORELEWSKOJ PRQMOJ W SEBQ (IZMERIMOJ FUNKCII OT SLU^AJNOJ

WELI^INY X) NAZYWAETSQ INTEGRAL lEBEGA

Eg(X) =
Z
R
g(x)dP (x) =

Z
R
g(x)f(x)d�(x):

w ^ASTNOSTI, IATEMATI^ESKOE OVIDANIE SLU^AJNOJ WELI^INY X WY-

^ISLQETSQ PO FORMULE

EX =
Z
R
xdP (x) =

Z
R
xf(x)d�(x):

zAME ^ A N I E. w OTE^ESTWENNOJ LITERATURE PO TEORII WEROQTNOS-

TEJ (NAPRIMER, W U^EBNIKE a.a.bOROWKOWA \tEORIQ WEROQTNOSTEJ")

MATEMATI^ESKOE OVIDANIE OBOZNA^AETSQ LATINSKOJ BUKWOJ M A NE E:

mOMENTNYE HARAKTERISTIKI RASPREDELENIQ SLU^AJNOJ WE-

LI^INY. mATEMATI^ESKOE OVIDANIE FUNKCII g(X) = (X � a)k OT

SLU^AJNOJ WELI^INY X; GDE k PRINIMAET TOLXKO CELO^ISLENNYE ZNA-

^ENIQ 1; 2; : : : ; NAZYWAETSQ MOMENTOM k-GO PORQDKA SLU^AJNOJ WELI-

^INY X OTNOSITELXNO TO^KI a. eSLI a = 0; TO �k = EXk NAZYWA-

ETSQ PROSTO MOMENTOM k-GO PORQDKA SLU^AJNOJ WELI^INY X; A ESLI

a = EX (= �1); TO MOMENT �k = E(X � EX)k NAZYWAETSQ CENTRALX-

NYM MOMENTOM k-GO PORQDKA. iNOGDA, WO IZBEVANIE NEDORAZUMENIJ,

MOMENTY �k NAZYWA@TSQ NECENTRALXNYMI MOMENTAMI. pERWYJ NE-

CENTRALXNYJ MOMENT �1 = EX NAZYWAETSQ SREDNIM ZNA^ENIEM ILI

MATEMATI^ESKIM OVIDANIEM SLU^AJNOJ WELI^INY X I OBOZNA^AETSQ

OBY^NO BUKWOJ �: wTOROJ CENTRALXNYJ MOMENT �2 = E(X � �)2 NAZY-

WAETSQ DISPERSIEJ SLU^AJNOJ WELI^INY X I OBOZNA^AETSQ ILI BUKWOJ

�2; ILI WWODITSQ OPERATOR DX: nAPOMNIM, ^TO KWADRATNYJ KORENX

IZ DISPERSII: � =
p
DX MY DOGOWORILISX NAZYWATX STANDARTNYM

OTKLONENIEM X: pOSKOLXKU � IMEET TU VE RAZMERNOSTX, ^TO I NA-

BL@DAEMAQ SLU^AJNAQ WELI^INA X; TO W PRAKTI^ESKIH PRILOVENIQH

W KA^ESTWE MERY \RAZBROSA" WEROQTNOSTEJ ISPOLXZUETSQ OBY^NO STAN-

DARTNOE OTKLONENIE �; A NE DISPERSIQ �2: dLQ SREDNEGO I DISPERSII

X SPRAWEDLIWO
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pREDLOVENIE 6.1. sREDNEE ZNA^ENIE EX I DISPERSIQ DX OBLA-

DA@T SLEDU@]IMI SWOJSTWAMI:

10: E(aX + b) = aEX + b DLQ L@BYH POSTOQNNYH a; b 2 R;

20: D(aX + b) = a2DX DLQ L@BYH POSTOQNNYH a; b 2 R; TO ESTX

DISPERSIQ INWARIANTNA OTNOSITELXNO SDWIGOW SLU^AJNOJ WELI^INY

X NA POSTOQNNU@ WELI^INU;

30: DX = EX2 � (EX)2 = �2 � �2;

40: inf
a2R

E(X � a)2 = DX; TO ESTX arg inf
a2R

E(X � a)2 = EX:

dOK A Z A T E L X ST WO.

10: dANNOE UTWERVDENIE ESTX PROSTAQ KONSTATACIQ IZWESTNOGO

SWOJSTWA LINEJNOSTI INTEGRALA lEBEGA.

20: D(aX + b) = E(aX + b� a�� b)2 = a2E(X � �)2 = a2DX:

30: DX = E(X � EX)2 = E

�
X2 � 2XEX + (EX)2

�
=

EX2 � 2EX �EX + (EX)2 = EX2 � (EX)2:

40: E(X � a)2 = E ((X � �) � (a� �))
2
=

E

�
(X � �)2 � 2(a� �)(X � �) + (a� �)2

�
= E(X��)2�2(a��)E(X�

�) + (a � �)2 = DX + (a � �)2 � DX; PRI^EM RAWENSTWO DOSTIGAETSQ

TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA a = � = EX:

s MOMENTAMI SLU^AJNOJ WELI^INY X SWQZANY DWE ZAME^ATELXNYE

HARAKTERISTIKI FORMY RASPREDELENIQ X :

KO\FFICIENT ASIMMETRII 
1 = �3=�
3; I

KO\FFICIENT \KSCESSA 
2 = �4=�
4 � 3:

lEGKO ZAMETITX PO ANALOGII S DOKAZATELXSTWOM PUNKTA 20 PREDYDU-

]EGO PREDLOVENIQ, ^TO 
1 I 
2 INWARIANTNY OTNOSITELXNO LINEJNYH

PREOBRAZOWANIJ SLU^AJNYH WELI^IN, TO ESTXX I aX+b IME@T ODINA-

KOWYE KO\FFICIENTY ASIMMETRII I \KSCESSA PRI L@BYH POSTOQNNYH

a I b:

kAK I WY[E, MY BUDEM NAZYWATX MODOJ RASPREDELENIQ SLU^AJNOJ

WELI^INY X L@BU@ TO^KU mod(X) DOSTIVENIQ LOKALXNOGO MAKSIMU-

MA U FUNKCII PLOTNOSTI f(x): eSLI MODA EDINSTWENNA, TO GOWORQT,
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^TO RASPREDELENIE X UNIMODALXNO. kOGDA GRAFIK UNIMODALXNOJ KRI-

WOJ PLOTNOSTI IMEET , ,DLINNYJ HWOST" SPRAWA OT MODY (SM. RISUNOK

NA SLEDU@]EJ STRANICE), TO W WYRAVENII �3 KUBY POLOVITELXNYH

OTKLONENIJ PEREWESQT OTRICATELXNYE KUBY, I KO\FFICIENT ASIMMET-

RII 
1 BUDET POLOVITELEN. eSLI VE MODA , ,SWALENA" WPRAWO (DLIN-

NYJ HWOST SLEWA OT MODY), TO 
1 < 0: rASPREDELENIQ S SIMMETRI^NOJ

FUNKCIEJ PLOTNOSTI, KAK, NAPRIMER, BINOMIALXNOE S p = 1=2 ILI RAW-

NOMERNOE U(a,b), OBLADA@T NULEWOJ ASIMMETRIEJ: 
1 = 0:

~TO VE KASAETSQ KO\FFICIENTA \KSCESSA 
2, TO EGO PODLINNYJ

SMYSL MY POJMEM POSLE ZNAKOMSTWA W SLEDU@]EM PARAGRAFE S NOR-

MALXNYM RASPREDELENIEM NA BORELEWSKOJ PRQMOJ, A POKA TOLXKO OTME-

TIM, ^TO POLOVITELXNYJ \KSCESS GOWORIT OB IZLI[NEJ , ,PIKOOBRAZ-

NOSTI" { WYTQNUTOSTI WWERH KRIWOJ PLOTNOSTI, W TO WREMQ KAK OTRI-

CATELXNOE ZNA^ENIE 
2 UKAZYWAET NA BOLEE PLOSKIJ HARAKTER WER[INY

KRIWOJ PLOTNOSTI.

lEKCIQ 10

pREVDE ^EM PEREJTI K PRIMERAM PO WY^ISLENI@ MOMENTNYH HA-

RAKTERISTIK SLU^AJNYH WELI^IN, SLEDUET OBRATITX NA WNIMANIE NA

TO, ^TO W RASSMOTRENNYH NAMI WEROQTNOSTNYH MODELQH SU]ESTWU@T

DOWOLXNO KRUPNYE \LEMENTY, IME@]IE NULEWU@ WEROQTNOSTX, NAPRI-

MER, WO WSEH MODELQH P (X 2 (�1; 0)) = 0: w SWQZI S \TIM WWODITSQ

PONQTIE NOSITELQ RASPREDELENIQ SLU^AJNOJ WELI^INY, KAK ZAMYKA-

NIQ MNOVESTWA fx 2 R : f(x) > 0g: tAKOE OPREDELENIE NOSITELQ NE
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QWLQETSQ DOSTATO^NO OB]IM I SWQZANO S MEROJ �; PO KOTOROJ WY^ISLQ-

ETSQ PLOTNOSTX f(x); NO POSKOLXKU MY DOGOWORILISX RASSMATRIWATX

TOLXKO DISKRETNYE I NEPRERYWNYE RASPREDELENIQ (� { S^ITA@]AQ

MERA ILI MERA lEBEGA), TO TAKOE OPREDELENIE WPOLNE RABOTOSPOSOBNO

I POZWOLQET LEGKO NAJTI NOSITELX L@BOGO IZ [ESTI IZWESTNYH NAM

RASPREDELENIJ. nOSITELX RASPREDELENIQ BUDET OBOZNA^ATXSQ RUKOPIS-

NOJ BUKWOJ X: nETRUDNO PONQTX, ^TO PRI WY^ISLENII MOMENTNYH I

PRO^IH INTEGRALXNYH HARAKTERISTIK RASPREDELENIQ IZ OBLASTI IN-

TEGRIROWANIQ MOVNO UBRATX WSE TO^KI, NE PRINADLEVA]IE X; I PRI

\TOM WELI^INA HARAKTERISTIKI OSTANETSQ NEIZMENNOJ.

pRIM E R 6.1 (BINOMIALXNOE RASPREDELENIE B(n; p)): nOSITELX

\TOGO RASPREDELENIQ X = f0; 1; : : : ; ng: dLQ WY^ISLENIQ PERWYH

DWUH MOMENTOW BINOMIALXNOGO RASPREDELENIQ WOSPOLXZUEMSQ METODOM

\DIFFERENCIROWANIQ PO PARAMETRU" I FORMULOJ BINOMA nX@TONA:
nX

k=0

Ck

n
akbn�k = (a+ b)n:

pO OPREDELENI@ SREDNEGO ZNA^ENIQ

� = EX =
nX

k=0

kCk

n
pk(1� p)n�k = p

2
4 d
dx

nX
k=0

Ck

n
xk(1 � p)n�k

3
5
x=p

=

p

"
d

dx
(x + 1� p)n

#
x=p

= pn(x+ 1� p)n�1 jx=p= np:

wTOROJ MOMENT

�2 = EX2 =
nX

k=0

k2Ck

n
pk(1� p)n�k = p

2
4 d
dx

x
d

dx

nX
k=0

Ck

n
xk(1 � p)n�k

3
5
x=p

=

p

"
d

dx
x
d

dx
(x + 1� p)n

#
x=p

= p

"
d

dx
xn(x + 1 � p)n�1

#
x=p

=

np
h
(x + 1� p)n�1 + x(n � 1)(x+ 1� p)n�2

i
x=p

= np(1� p) + (np)2;

OTKUDA DISPERSIQ BINOMIALXNOGO RASPREDELENIQ �2 = EX2� (EX)2 =

np(1� p):

s POMO]X@ ANALOGI^NYH, NO BOLEE UTOMITELXNYH WYKLADOK MOVNO

NAJTI TRETIJ I ^ETWERTYJ MOMENTY, A TAKVE KO\FFICIENTY ASIM-

METRII I \KSCESSA


1 =
1� 2pq
np(1 � p)

; 
2 =
1� 6p(1� p)

np(1 � p)
:

11



sLEDOWATELXNO, BINOMIALXNOE RASPREDELENIE \SWALENO" WLEWO (DLIN-

NYJ HWOST SPRAWA) PRI p < 1=2; SIMMETRI^NO, KAK NAM BYLO IZWESTNO

RANEE, PRI p = 1=2 I \SWALENO" WPRAWO PRI p > 1=2: kO\FFICIENT

\KSCESSA POLOVITELEN W OBLASTI p(1�p) < 1=6; A NAIBOLX[EE PO ABSO-

L@TNOJ WELI^INE OTRICATELXNOE ZNA^ENIE 
2 = �2=n; KOGDA p = 1=2:

mODA B(n; p) OPREDELQETSQ KAK CELO^ISLENNOE x; PRI KOTOROM PRO-

ISHODIT SMENA NERAWENSTWA f(x jn; p) < f(x+1 jn; p) NA OBRATNOE. nE-
TRUDNO UBEDITXSQ, ^TO \TO NERAWENSTWO \KWIWALENTNO x+1 < p(n+1);

TAK ^TO mod(X) OPREDELQETSQ ^EREZ SRAWNENIE ZNA^ENIJ f(x jn; p) PRI
CELYH x � 0; BLIVAJ[IH K p(n + 1):

pRIM E R 6.2 (RASPREDELENIE pUASSONA P(�)). nOSITELX RASPREDE-

LENIQ X = f0; 1; : : : ;1g { TO^KA x =1 DOLVNA BYTX WKL@^ENA W NOSI-

TELX PO TREBOWANI@ ZAMYKANIQ MNOVESTWA WEROQTNOSTI EDINICA. mO-

MENTNYE HARAKTERISTIKI PUASSONOWSKOGO RASPREDELENIQ MOVNO RAS-

S^ITATX, ISPOLXZUQ TOT VE METOD DIFFERENCIROWANIQ PO PARAMETRU,

NO PRO]E, WSPOMNIW, ^TO P(�) ESTX PREDEL B(n,p) PRI n!1; p ! 0

I np = �; PEREJTI K \TOMU PREDELU W MOMENTNYH HARAKTERISTIKAH

BINOMIALXNOGO RASPREDELENIQ. w REZULXTATE POLU^AEM

EX = DX = �; 
1 = ��1=2; 
2 = ��1;

A mod(X) = [� ]; POSKOLXKU ASIMMETRIQ P(�) WSEGDA POLOVITELXNA I

GRAFIK f(x j�) \SWALEN" WLEWO.
sLEDUET OBRATITX OSOBOE WNIMANIE NA TO, ^TO U RASPREDELENIQ pU-

ASSONA DISPERSIQ SOWPADAET SO SREDNIM ZNA^ENIEM: � = �2 = �:

pRIM E R 6.3 (RAWNOMERNOE RASPREDELENIE U(a; b)): nOSITELX RAS-

PREDELENIQ X = [ a; b ]: mODOJ RASPREDELENIQ QWLQETSQ L@BAQ TO^KA

INTERWALA (a; b); POSKOLXKU PLOTNOSTX f(x) = (b � a)�1 POSTOQNNA NA

\TOM INTERWALE.

nETRUDNO UBEDITXSQ, ^TO ESLI SLU^AJNAQ WELI^INA X IMEET RAS-

PREDELENIE U(0; 1); TO Y = (b � a)X + a; b > a; RASPREDELENA KAK

U(a; b): |TO PROISTEKAET IZ-ZA SLEDU@]EGO SOOTNO[ENIQ MEVDU FUNK-

CIQMI RASPREDELENIQ SLU^AJNYH WELI^IN: P (Y < x) = P ((b � a)X +

a < x) = P (X < (x � a)=(b � a)) = (x � a)=(b � a): w SILU \TOGO

DLQ WY^ISLENIQ MOMENTNYH HARAKTERISTIK U(a; b) DOSTATO^NO NAJ-

TI SOOTWETSTWU@]IE HARAKTERISTIKIU(0, 1) I ZATEM WOSPOLXZOWATXSQ

PREDLOVENIEM 6.1.
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dLQ RASPREDELENIQ U(0, 1) IMEEM

� = EX =
1Z
0

xdx = 1=2; �2 =
1Z
0

x2dx = 1=3;

OTKUDA DISPERSIQ �2 = 1=3�1=4 = 1=12: sLEDOWATELXNO, DLQ RASPREDE-

LENIQ U(a; b) (SM. PREDLOVENIE 6.1) � = a+(b�a)=2; �2 = (b�a)2=12:
sIMMETRI^NOE RAWNOMERNOE RASPREDELENIE U(a; b) IMEET NULEWOJ

KO\FFICIENT ASIMMETRII, W TO WREMQ KAK KO\FFICIENT \KSCESSA 
2
OTRICATELEN (NE BUDEM ZANIMATXSQ EGO WY^ISLENIEM).

pRIM E R 6.4 (POKAZATELXNOE RASPREDELENIE E(�)). nOSITELX RAS-

PREDELENIQ X = [ 0; 1 ] { RAS[IRENNAQ POLOVITELXNAQ ^ASTX PRQMOJ

R: nAIBOLX[EE ZNA^ENIE PLOTNOSTI f(x) = ��1 expf�x=�g DOSTIGAET-
SQ W TO^KE x = 0; PO\TOMU mod(X)=0.

mOMENTY POKAZATELXNOGO RASPREDELENIQ

�k = ��1
1Z
0

xk expf�x=�gdx = �k
1Z
0

xke�xdx = �(k + 1)�k = k!�k;

OTKUDA � = �; �2 = �2 I STANDARTNOE OTKLONENIE � = � SOWPADAET

SO SREDNIM ZNA^ENIEM.

eSTESTWENNO, MOMENTNYE HARAKTERISTIKI DALEKO NE UNIWERSALXNY,

I MOVNO PRIWESTI PRIMERY RASPREDELENIJ, U KOTORYH SU]ESTWUET

OGRANI^ENNOE KOLI^ESTWO MOMENTOW, ILI NE SU]ESTWUET DAVE SREDNE-

GO ZNA^ENIQ. mY PRIWEDEM DWA IZ TAKIH RASPREDELENIJ, ODNO IZ KOTO-

RYH MOVET PREDSTAWLQTX NEKOTORYJ PRAKTI^ESKIJ INTERES, A DRUGOE

BUDET ISPOLXZOWATXSQ DLQ ILL@STRACIJ RAZLI^NYH PATALOGIJ W TEO-

RII STATISTI^ESKOGO WYWODA; OBA RASPREDELENIQ ZANOSQTSQ W KATALOG

WEROQTNOSTNYH MODELEJ.

rASPREDELENIE pARETO Par(a; �): nALOGOWYE ORGANY OBY^NO

INTERESU@TSQ RASPREDELENIEM GODOWYH DOHODOW TEH LIC, GODOWOJ DOHOD

KOTORYH PREWOSHODIT NEKOTORYJ PREDEL a; USTANOWLENNYJ ZAKONAMI

O NALOGOOBLOVENII. tAKOGO RODA RASPREDELENIQ INOGDA S^ITA@T (K

SOVALENI@, BEZ OSOBOGO \\KONOMI^ESKOGO" OBOSNOWANIQ) PRIBLIVEN-

NO SOWPADA@]IMI S RASPREDELENIEM pARETO, WSQ WEROQTNOSTNAQ MAS-

SA KOTOROGO SOSREDOTO^ENA W OBLASTI x > a (NOSITELX RASPREDELENIQ

X = [ a; 1 ]), I FUNKCIQ RASPREDELENIQ NA SEGMENTE X RAWNA

F (x) = 1�
 
a

x

!
�

; x > a; � > 0:
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|TO RASPREDELENIE, ZAWISQ]EE OT DWUMERNOGO PARAMETRA � = (a; �)

S PARAMETRI^ESKIM PROSTRANSTWOM � = R+ � R+; PRINADLEVIT NE-

PRERYWNOMU TIPU; EGO FUNKCIQ PLOTNOSTI W OBLASTI x > a RAWNA

f(x j �) = �

a

 
a

x

!�+1
:

mOMENT k-GO PORQDKA U RASPREDELENIQ pARETO SU]ESTWUET TOLXKO PRI

ZNA^ENIQH PARAMETRA � > k; NAPRIMER, NERAWENSTWO � > 1 GARANTIRU-

ET SU]ESTWOWANIE SREDNEGO ZNA^ENIQ, KOTOROE, KAK NETRUDNO PODS^I-

TATX, RAWNO �a=(� � 1):

eSLI SLU^AJNAQ WELI^INA X RASPREDELENA PO ZAKONU pARETO, TO,

KAK LEGKO WIDETX, lnX IMEET POKAZATELXNOE RASPREDELENIE, \SDWINU-

TOE WPRAWO" NA WELI^INU ln a; TAK KAK P (lnX < x) = P (X < ex) =

F (ex): |TO ZAME^ANIE OB_QSNQET, PO^EMU RASPREDELENIE pARETO ADEK-

WATNO OPISYWAET RASPREDELENIE NABL@DAEMYH DOHODOW U LIC S NEWY-

SOKIM UROWNEM DOHODA. wSPOMNIM POSTULAT \OTSUTSTWIQ POSLEDEJST-

WIQ", PRIWODQ]IJ K POKAZATELXNOMU RASPREDELENI@ DOLGOWE^NOSTI:

WEROQTNOSTX TOGO, ^TO IZDELIE PROSLUVIT PROMEVUTOK WREMENI, NE

MENX[IJ s; PRI USLOWII, ^TO ONO UVE OTRABOTALO SROK t; NE ZAWISIT

OT WELI^INY t: w OSNOWU MODELI pARETO POLOVEN TOT VE PRINCIP,

TOLXKO W MULXTIPLIKATIWNOJ, A NE W ADDITIWNOJ, FORMULIROWKE: WE-

ROQTNOSTX TOGO, ^TO DOHOD OTDELXNOGO LICA UWELI^ITSQ NE MENX[E,

^EM W s RAZ, PRI USLOWII, ^TO ON UVE DOSTIG UROWNQ t; NE ZAWISIT

OT WELI^INY DOSTIGNUTOGO UROWNQ. iNYMI SLOWAMI, SUB_EKTY NA-

BL@DENIQ OBLADA@T SLI[KOM MALYMI DOHODAMI, ^TOBY IH WLOVENIE

W KAKOGO-LIBO RODA PREDPRINIMATELXSKU@ DEQTELXNOSTX PRIWODILI K

NARA]IWANI@ DENEVNOJ MASSY, ILI (DRUGAQ INTERPRETACIQ) IZMEN-

^IWOSTX DOHODA ZA NABL@DAEMYE PERIODY WREMENI NOSIT SLU^AJNYJ

HARAKTER I NE SWQZANA S WELI^INOJ KAPITALA, KOTORYM RASPOLAGA@T

OTDELXNYE SUB_EKTY. zAMETIM, ^TO U LIC S WYSOKIM UROWNEM DOHODA

RASPREDELENIE NABL@DAEMYH DOHODOW OTLI^NO OT RASPREDELENIE pARE-

TO. |TO TAK NAZYWAEMOE LOGARIFMI^ESKI NORMALXNOE RASPREDELENIE,

S KOTORYM MY POZNAKOMIMSQ NESKOLXKO POZVE, OSWOIW NOWYE MATEMA-

TI^ESKIE METODY POSTROENIQ WEROQTNOSTNYH MODELEJ.

rASPREDELENIE kO[I C(a; b): oRUDIE S WRA]A@]IMSQ LAFETOM

POME]AETSQ NA EDINI^NOM RASSTOQNII OT STENY, BESKONE^NO UHODQ]EJ

W OBE STORONY.
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pREDSTAWIM, ^TO STENA QWLQETSQ DEJSTWITELXNOJ PRQMOJ R S NA^A-

LOM KOORDINAT W OSNOWANII PERPENDIKULQRA, OPU]ENNOGO IZ ORUDIQ NA

STENU. sTWOL ORUDIQ RAZME]AETSQ PARALLELXNO STENE S NAPRAWLENIEM

WYSTRELA W STORONU OTRICATELXNOJ POLUOSI, LAFET ORUDIQ NA^INAET

RAWNOMERNO WRA]ATXSQ PO HODU ^ASOWOJ STRELKI, I PREVDE, ^EM STWOL

ZAJMET PERWOE POLOVENIE PARALLELXNOE STENE, W SLU^AJNYJ MOMENT

WREMENI PROISHODIT WYSTREL. |KSPERIMENTATORA INTERESUET RASPRE-

DELENIE SLU^AJNOJ WELI^INY X; REALIZACIQ x KOTOROJ SOWPADAET S

KOORDINATOJ TO^KI POPADANIQ SNARQDA.

pUSTX ' { SLU^AJNAQ WELI^INA, SOOTWETSTWU@]AQ WELI^INE UG-

LA, MEVDU PERPENDIKULQROM K STENE I POLOVENIEM STWOLA W MOMENT

WYSTRELA. nAM BUDET UDOBNEE IZMERQTX ' W PREDELAH [��=2; �=2 ] I
TRAKTOWATX PREDPOLOVENIE O SLU^AJNOM MOMENTE WYSTRELA W TERMI-

NAH RAWNOMERNOGO RASPREDELENIQ ' NA \TOM SEGMENTE. sLEDOWATELX-

NO, FUNKCIQ RASPREDELENIQ ' PRI ��=2 � x � �=2 RAWNA F (x) =

(x + �=2)��1: o^EWIDNO, KOORDINATA TO^KI POPADANIQ (SM. RISUNOK)

X = tg'; OTKUDA ISKOMAQ FUNKCIQ RASPREDELENIQ

F (x) = P (X < x) = P (tg' < x) = P (' < arctg x) =

1

�

 
arctg x +

�

2

!
; x 2 R;

A FUNKCIQ PLOTNOSTI

f(x) =
1

�
� 1

1 + x2
:

sDWIG WPRAWO NA PARAMETR a I WYBOR MAS[TABNOGO PARAMETRA b

OPREDELQET TO RASPREDELENIE, KOTOROMU MY PRISWOIM IMQ kO[I I

BUDEM OBOZNA^ATX C(a; b); EGO FUNKCIQ PLOTNOSTI

f(x j a; b) = 1

�b

2
41 +

 
x� a

b

!235�1 ;
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NOSITELEM RASPREDELENIQ QWLQETSQ RAS[IRENNAQ ^ISLOWAQ PRQMAQ X =
�R = [�1; +1 ]:

lEGKO WIDETX, ^TO RASPREDELENIE kO[I NE OBLADAET DAVE KONE^NYM

SREDNIM ZNA^ENIEM, NE GOWORQ O MOMENTAH BOLEE WYSOKOGO PORQDKA.

oDNAKO \TO RASPREDELENIE SIMMETRI^NO I IMEET QRKO WYRAVENNU@

MODU, mod(X)=a; KOTORAQ S USPEHOM ZAMENQET SREDNEE ZNA^ENIE, KAK

HARAKTERISTIKU POLOVENIQ CENTRA MASS. w SWQZI S \TIM POLEZNO SDE-

LATX ZAME^ANIE O SREDNEM ZNA^ENII KAK HARAKTERISTIKE POLOVENIQ:

ONO DEJSTWITELXNO IGRAET SWO@ ROLX TOLXKO W SLU^AE SIMMETRI^NYH

RASPREDELENIJ, NO PRI BOLX[IH ABSOL@TNYH ZNA^ENIQH 
1 SREDNEE PE-

RESTAET BYTX POLEZNOJ HARAKTERISTIKOJ RASPREDELENIQ, W TO WREMQ

KAK MODA \WSEGDA HORO[A".

kAKIE VE HARAKTERISTIKI ISPOLXZU@TSQ PRI OPISANII RASPREDELE-

NIJ, U KOTORYH OTSUTSTWU@T MOMENTY?

oPREDELENIE 6.3 pUSTX FUNKCIQ RASPREDELENIQ F (x) SLU^AJNOJ

WELI^INY X STROGO WOZRASTAET W OBLASTI WSEH ZNA^ENIJ SWOEGO ARGU-

MENTA, DLQ KOTORYH 0 < F (x) < 1: tOGDA DLQ L@BOGO p 2 (0; 1) KORENX

xp = F�1(p) URAWNENIQ F (x) = p NAZYWAETSQ p-KWANTILX@ RASPREDE-

LENIQ X:

w TOM SLU^AE, KOGDA F (x) NEPRERYWNA, NO NE STROGO MONOTONNA, TAK

^TO URAWNENIE F (x) = p IMEET MNOGO RE[ENIJ, W KA^ESTWE p-KWANTILI

OBY^NO BERETSQ NAIBOLX[IJ ILI NAIMENX[IJ IZ KORNEJ \TOGO URAWNE-

NIQ, I WYBOR KORNQ OPREDELQETSQ SU]ESTWOM RASSMATRIWAEMOJ WEROQT-

NOSTNOJ PROBLEMY. w SLU^AE VE DISKRETNOGO RASPREDELENIQ \TO URAW-

NENIE MOVET WOOB]E NE IMETX RE[ENIJ, I TOGDA W KA^ESTWE p-KWANTILI

WYBIRAETSQ TO ZNA^ENIE x; DLQ KOTOROGO ZNA^ENIE F (x) BLIVE WSEGO K

ZADANNOMU p:

kWANTILX S^ITAETSQ HARAKTERISTIKOJ POLOVENIQ, I S \TOJ TO^KI

ZRENIQ OSOBOGO WNIMANIQ ZASLUVIWAET KWANTILX x0:5; KOTORAQ RAZDE-

LQET WS@ WEROQTNOSTNU@ MASSU NA DWE ODINAKOWYE POLOWINKI. |TA

KWANTILX NOSIT NAZWANIE MEDIANY RASPREDELENIQ I OBY^NO OBOZNA^A-

ETSQ BUKWOJ m: u SIMMETRI^NYH RASPREDELENIJ (BINOMIALXNOE S WE-

ROQTNOSTX@ USPE[NOGO ISPYTANIQ p = 1=2; RAWNOMERNOE I kO[I) ME-

DIANA SOWPADAET S CENTROM SIMMETRII RASPREDELENIQ, A PRI NALI^II

SREDNEGO ZNA^ENIQ U SIMMETRI^NOGO RASPREDELENIQ MEDIANA m = EX:

eSLI p KRATNO 0.1, TO KWANTILX NAZYWAETSQ DECILX@, A ESLI p = 1=4
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ILI 3=4; TO { KWARTILX@.

s KWANTILQMI SWQZANY TAKVE NESKOLXKO HARAKTERISTIK RASSEQNIQ

RASPREDELENIQ WEROQTNOSTEJ. o^EWIDNO, INTERWAL (x1�p; xp) PRI DO-

STATO^NO BLIZKIH K EDINICE ZNA^ENIQH p NAKRYWAET OSNOWNU@ ^ASTX

WEROQTNOSTNOJ MASSY, I PO\TOMU RAZNOSTX xp � x1�p; p > 1=2; SLUVIT

HARAKTERISTIKOJ TOLERANTNOSTI RASPREDELENIQ SLU^AJNOJ WELI^I-

NY X: eSLI p = 3=4; TO RAZNOSTX x3=4 � x1=4 NAZYWAETSQ SEMIINTER-

KWARTILXNOJ [IROTOJ RASPREDELENIQ X:

lEKCIQ 11

mY ZAWER[IM \TOT PARAGRAF DOKAZATELXSTWOM ODNOGO ZAME^ATELX-

NOGO NERAWENSTWA, IGRA@]EGO ISKL@^ITELXNU@ ROLX PRI DOKAZATELX-

STWE MNOGIH TEOREM (ILI, KAK ^ASTO GOWORQT, \ZAKONOW") TEORII WE-

ROQTNOSTEJ. |TO NERAWENSTWO ILI, W BOLX[EJ STEPENI, SLEDSTWIE IZ

NEGO SWQZYWAET KWANTILXNYE I MOMENTNYE HARAKTERISTIKI RASSEQNIQ

RASPREDELENIQ.

pREDLOVENIE 6.2 (N ER AW E N S TW O ~ E BY[E W A). dLQ L@BOJ

NEOTRICATELXNOJ IZMERIMOJ FUNKCII g(x) I L@BOGO " > 0 IMEET MESTO

NERAWENSTWO

P ( g(X) > " ) � E g(X)

"
:

dOK A Z A T E L X ST WO. eSLI E g(X) = +1; TO NERAWENSTWO TRIWI-

ALXNO. w SLU^AE KONE^NOGO MATEMATI^ESKOGO OVIDANIQ

E g(X) =
Z
R
g(x)dP (x) =

Z
g(x)<"

g(x)dP (x) +
Z
g(x)�"

g(x)dP (x):

eSLI W PRAWOJ ^ASTI \TOGO RAWENSTWA PERWOE SLAGAEMOE ZAMENITX

NULEM (ONO NEOTRICATELXNO), A WO WTOROM SLAGAEMOM POD INTEGRALOM

WMESTO g(x) PODSTAWITX EGO NAIMENX[EE ZNA^ENIE "; TO POLU^IM OCEN-

KU SNIZU

E g(X) � "
Z
g(x)>"

dP (x) = "P (g(X) > ");

IZ KOTOROJ NEMEDLENNO SLEDUET NERAWENSTWO ~EBY[EWA.

sLEDSTWIE 6.1. dLQ L@BOJ SLU^AJNOJ WELI^INY X S KONE^NYM

SREDNIM ZNA^ENIEM EX I L@BOGO " > 0 IMEET MESTO NERAWENSTWO

P (jX � EXj > ") � DX

"2
: (2)
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dOK A Z A T E L X ST WO. eSLI DISPERSIQ X NE SU]ESTWUET (RAWNA BES-

KONE^NOSTI), TO UTWERVDENIE SLEDSTWIQ TRIWIALXNO. w SLU^AE DX <

1 DOSTATO^NO ZAMENITX SOBYTIE jX �EXj > " NA \KWIWALENTNOE

jX � EXj2 > "2 I PRIMENITX NERAWENSTWO ~EBY[EWA.

dOKAZANNOE NERAWENSTWO ^ASTO ISPOLXZUETSQ NA PRAKTIKE DLQ UNI-

WERSALXNOJ HARAKTERISTIKI TOLERANTNOSTI RASPREDELENIJ, OBLADA@-

]IH KONE^NYM SREDNIM � I KONE^NOJ DISPERSIEJ �2: iMEETSQ W WIDU

RASPROSTRANENNOE

pRAWILO TREH SIGM. iNTERWAL S KONCAMI � � � SODERVIT PRI-

BLIZITELXNO 90% WEROQTNOSTNOJ MASSY RASPREDELENIQ X:

dEJSTWITELXNO, ESLI W NERAWENSTWE (2) POLOVITX " = 3�; TO POLU-

^IM: P (� � 3� � X � � + �) = 1 � P (jX � �j > 3�) � 8=9 � 0:9:

tAK KAK PRAWILO 3� NOSIT UNIWERSALXNYJ HARAKTER, TO ONO DAET

W BOLX[INSTWE SLU^AEW SLI[KOM GRUBU@ OCENKU TOLERANTNOSTI RAS-

PREDELENIQ. nAPRIMER, MOVNO DOKAZATX, ^TO DLQ SIMMETRI^NYH RAS-

PREDELENIJ S KONE^NYM TRETXIM MOMENTOM �3 SPRAWEDLIWO PRAWILO

2�: INTERWAL S KONCAMI � � 2� SODERVIT 90% WEROQTNOSTNOJ MASSY

RASPREDELENIQ.

w DALXNEJ[EM, ^TOBY NE PISATX DLINNYE NAZWANIQ RASSMOTRENNYH

NAMI RASPREDELENIJ, MY BUDEM UKAZYWATX RASPREDELENIE X POSRED-

STWOM SSYLKI NA SIMWOL \TOGO RASPREDELENIQ, ISPOLXZUQ PRI \TOM

ZNAK \KWIWALENTNOSTI, NAPRIMER, X � B(n; p) OZNA^AET, ^TO X IMEET

BINOMIALXNOE RASPREDELENIE.
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