
x5. pOSTROENIE WEROQTNOSTNYH MODELEJ S POMO]X@

FUNKCIJ RASPREDELENIQ

lEKCIQ 7

w \TOM PARAGRAFE MY BUDEM RE[ATX NESKOLXKO PRAKTI^ESKIH ZA-

DA^ NA POSTROENIE WEROQTNOSTNYH MODELEJ, CELX KOTOROGO SOSTOIT W

SPECIFIKACII NAIBOLEE UZKOGO SEMEJSTWA WOZMOVNYH RASPREDELENIJ

NABL@DAEMOJ SLU^AJNOJ WELI^INY X: |TI MODELI NOSQT UNIWERSALX-

NYJ HARAKTER I PRIMENQ@TSQ W RAZLI^NYH OBLASTQH NAUKI I PRAKTI-

^ESKOJ DEQTELXNOSTI, PO\TOMU CELESOOBRAZNO POSLE RE[ENIQ KAVDOJ

ZADA^I RASSMOTRETX WOZMOVNYE ANALOGI \TIH ZADA^, PRIWODQ]IE K

TEM VE WEROQTNOSTNYM MODELQM. kAVDOJ MODELI MY PRISWOIM SWOE

IMQ I ABBREWIATURU, SODERVA]U@ \PARAMETRY" MODELI; ZNA^ENIQ PA-

RAMETROW, KAK PRAWILO, NEIZWESTNY,I OPREDELENIE \TIH ZNA^ENIJ SO-

STAWLQET PREDMET DRUGOJ, RODSTWENNOJ TEORII WEROQTNOSTEJ, NAUKI {

MATEMATI^ESKOJ STATISTIKI.

sOBSTWENNO GOWORQ, MY S WAMI UVE DAWNO ZANIMAEMSQ POSTROENIEM

WEROQTNOSTNYH MODELEJ S POMO]X@ FUNKCIJ RASPREDELENIJ SLU^AJ-

NYH WELI^IN, PRINIMA@]IH DISKRETNYJ RQD ZNA^ENIJ, { RE^X IDET

O GIPERGEOMETRI^ESKOM I BINOMIALXNOM RASPREDELENIQH (SM. x2 I x3).

wEROQTNOSTX, S KOTOROJ SLU^AJNAQ WELI^INA PRINIMALA KONKRETNOE

CELO^ISLENNOE ZNA^ENIE m; RAWNA WELI^INE SKA^KA FUNKCII RASPRE-

DELENIQ W TO^KE x = m: s \TIH DWUH RASPREDELENIJ I MY NA^NEM

SOSTAWLENIE NA[EGO KATALOGA WEROQTNOSTNYH MODELEJ.

gIPERGEOMETRI^ESKOE RASPREDELENIE GG(N;M;n): iSSLEDU-

ETSQ KONE^NAQ POPULQCIQ, SOSTOQ]AQ IZ N EDINIC, ^ASTX IZ KOTORYH

(m EDINIC) POME^ENY. iZ POPULQCII IZWLEKAETSQ SLU^AJNAQ WYBOR-

KA OB_EMA n; I S \TOJ WYBORKOJ SOOTNOSITSQ SLU^AJNAQ WELI^INA

X; NABL@DAEMOE ZNA^ENIE x KOTOROJ UKAZYWAET ^ISLO POME^ENNYH

EDINIC W WYBORKE. oBLASTX ZNA^ENIJ X; KOTORYE ONA PRINIMAET S

NENULEWOJ WEROQTNOSTX@, SOSTAWLQ@T CELO^ISLENNYE TO^KI OTREZKA

X = [max(0; n� (N �M )); min(n; M )] :

fUNKCIQ RASPREDELENIQ F (x) RAWNA NUL@ W OBLASTI, LEVA]EJ SLE-

WA OT X; I KAK TOLXKO x WYHODIT NA PRAWYJ KONEC OTREZKA X; FUNKCIQ

F (x) PRINIMAET ZNA^ENIE 1, KOTOROE SOHRANQET PRI WSEH x; LEVA]IH

SPRAWA OT X: wNUTRI OTREZKA X FUNKCIQ RASPREDELENIQ IMEET STU-

PEN^ATYJ WID, WOZRASTAQ SKA^KAMI W CELO^ISLENNYH TO^KAH x = m, I
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WELI^INA SKA^KA OPREDELQETSQ FORMULOJ (2) x1:

P (X = m) = F (m+) � F (m) =
Cm

M
Cn�m

N�M

Cn

N

; m 2 X:

pEREMENNYE N; M I n QWLQ@TSQ PARAMETRAMI MODELI; W PRAKTI-

^ESKIH PRILOVENIQH MODELI GG(N;M;n) ZNA^ENIE PO KRAJNEJ ME-

RE ODNOGO IZ PARAMETROW N ILI M NEIZWESTNO. oBLASTX WOZMOV-

NYH ZNA^ENIJ PARAMETROW SOSTAWLQET TAK NAZYWAEMOE PARAMETRI-

^ESKOE PROSTRANSTWO I OBOZNA^AETSQ OBY^NO �: w DANNOM SLU^AE �

SOSTOIT IZ CELO^ISLENNYH ZNA^ENIJ PARAMETROW N; M I n; PRI^EM

N � 2; 1 �M � N; 1 � n � N:

iTAK, DISKRETNAQ WEROQTNOSTNAQ MODELX GIPERGEOMETRI^ESKOGO

RASPREDELENIQ POLNOSTX@ OPREDELQETSQ \FUNKCIEJ SKA^KOW" f(x j �);

x 2 R; � = (N;M;n) 2 �; KOTORAQ PRINIMAET NENULEWYE ZNA^ENIQ

P (X = x) TOLXKO W CELO^ISLENNYH TO^KAH x OTREZKA X: fUNKCIQ

f(� j �) OBY^NO NAZYWAETSQ FUNKCIEJ PLOTNOSTI RASPREDELENIQ SLU-

^AJNOJ WELI^INY X: wEROQTNOSTX SOBYTIQ WIDA X 2 B (2 B) WY^IS-

LQETSQ S POMO]X@ f PO FORMULE

P (X 2 B) =
X
x2B

f(x j �);

W ^ASTNOSTI, FUNKCIQ RASPREDELENIQ

F (x) =
X
t<x

f(t j �):

bINOMIALXNOE RASPREDELENIE B(n; p): rASSMATRIWAETSQ SHEMA

NEZAWISIMYH ISPYTANIJ, KAVDOE IH KOTORYH S NEKOTOROJ WEROQTNOS-

TX@ p MOVET BYTX \USPE[NYM" (W REZULXTATE ISPYTANIQ OSU]EST-

WILOSX NEKOTOROE SOBYTIE A) ILI, S WEROQTNOSTX@ 1 � p; \NEUDA^-

NYM". nAS INTERESUET RASPREDELENIE SLU^AJNOJ WELI^INY X; REZULX-

TAT x NABL@DENIQ KOTOROJ REGISTRIRUET ^ISLO USPEHOW W n ISPYTA-

NIQH bERNULLI.

kAK BYLO USTANOWLENO W x3, RASPREDELENIE X OPREDELQETSQ FUNK-

CIEJ PLOTNOSTI f(x j �); PRINIMA@]EJ NENULEWYE ZNA^ENIQ Cx

n
px(1 �

p)n�x (= P (X = x)) TOLXKO W TO^KAH x = 0; 1; : : : ; n; W TO WREMQ

KAK DWUMERNYJ PARAMETR � = (n; p) MOVET IZMENQTXSQ W OBLASTI

� = N � [0; 1]; GDE N = f1; 2; : : :g { MNOVESTWO CELYH ^ISEL. pOWE-

DENIE BINOMIALXNOJ FUNKCII RASPREDELENIQ ANALOGI^NO POWEDENI@

F (x) W MODELI GG(N;M; n); ESLI S^ITATX, ^TO OTREZOK X = [0; n]:
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w PRAKTI^ESKIH PRIMENENIQH BINOMIALXNOGO RASPREDELENIQ OBY-

^NO NEIZWESTNO TOLXKO ZNA^ENIE PARAMETRA p { WEROQTNOSTI USPEHA

W ISPYTANIQH bERNULLI. oDNAKO SU]ESTWU@T SITUACII, KOGDA \KSPE-

RIMENTATOR REGISTRIRUET TOLXKO ^ISLO USPEHOW x; NE IMEQ SWEDENIJ

O ^ISLE ISPYTANIJ n: nAPRIMER, W ISSLEDOWANIQH NERWNOGO SINAPSA

PRIBOR REGISTRIRUET TOLXKO OB]EE NAPRQVENIE \LEKTRI^ESKOGO POLQ,

I PO WELI^INE \TOGO NAPRQVENIQ OPREDELQETSQ KOLI^ESTWO x PUZYRX-

KOW S ACETILHOLINOM, OSWOBODIW[IHSQ PRI RAZDRAVENII NERWA. nI

OB]EE KOLI^ESTWO n PUZYRXKOW, NI WEROQTNOSTX p WYBROSA IZ PUZYRX-

KA ACETILHOLINA, \KSPERIMENTATORU NEIZWESTNY, { PROBLEMA OCENKI

PARAMETROW n I p SOSTAWLQET PREDMET ISSLEDOWANIQ.

oSOBO SLEDUET OTMETITX ^ASTNYJ SLU^AJ BINOMIALXNOGO RASPREDE-

LENIQ S ODNIM ISPYTANIEM (n = 1) W SHEME bERNULLI. |TO TAK NAZY-

WAEMOE DWUHTO^E^NOE RASPREDELENIE WEROQTNOSTEJ B(1; p) S FUNKCIEJ

PLOTNOSTI

f(x j p) = px(1� p)1�x; x = 0; 1:

w x3 BYLO USTANOWLENO, ^TO MODELX B(n; p) QWLQETSQ , ,PREDELXNOJ"

DLQ MODELI GG(N;M; n); KOGDA RAZMER N POPULQCII NEOGRANI^EN-

NO RASTET I ^ISLO M POME^ENNYH EDINIC SOIZMERIMO S N; TO ESTX

M=N = p (= const): sLEDU@]AQ WEROQTNOSTNAQ MODELX, IME@]AQ

[IROKIE PRAKTI^ESKIE PRIMENENIQ, QWLQETSQ PREDELXNOJ DLQ BINO-

MIALXNOJ MODELI, KOGDA ^ISLO PROWODIMYH ISPYTANIJ n WELIKO, A

WEROQTNOSTX p USPE[NOGO ISPYTANIQ ^REZWY^AJNO MALA.

rASPREDELENIE pUASSONA P(�). pRI ISSLEDOWANII INTENSIWNOS-

TI RADIOIZLU^ENIQ OBY^NO REGISTRIRUETSQ ^ISLO x ATOMOW RADIOAK-

TIWNOGO \LEMENTA, RASPAW[IHSQ ZA EDINICU WREMENI. pOWTORNYE NA-

BL@DENIQ UKAZYWA@T NA ZNA^ITELXNU@ IZMEN^IWOSTX ^ISLA RASPAW-

[IHSQ ATOMOW, I PO\TOMU PROBLEMA STABILXNOGO, NE ZAWISQ]EGO OT

SLU^AJNYH FLUKTUACIJ, POKAZATELQ INTENSIWNOSTI IZLU^ENIQ DOLV-

NA RE[ATXSQ W RAMKAH TEORII WEROQTNOSTEJ.

pUSTX X { SLU^AJNAQ WELI^INA, KOTORAQ NABL@DAETSQ W \KSPERI-

MENTE, n { ^ISLO ATOMOW, IZ KOTORYH SOSTOIT OBRAZEC ISSLEDUEMOGO RA-

DIOAKTIWNOGO \LEMENTA, p { WEROQTNOSTX, S KOTOROJ WOZMOVEN RASPAD

L@BOGO IZ ATOMOW OBRAZCA ZA WREMQ NABL@DENIQ. sU]ESTWU@]AQ TEO-

RIQ RADIOAKTIWNOGO IZLU^ENIQ UTWERVDAET, ^TO ATOMY RASPADA@TSQ

NEZAWISIMO DRUG OT DRUGA, I PO\TOMU REZULXTAT x, KOTORYJ FIKSIRU-
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ET S^ET^IK RASPAW[IHSQ ATOMOW, MOVNO TRAKTOWATX KAK REALIZACI@

SLU^AJNOJ WELI^INY X S BINOMIALXNYM ZAKONOM B(n; p) RASPREDE-

LENIQ WEROQTNOSTEJ. lEGKO PONQTX, ^TO RAS^ET WEROQTNOSTEJ ISHODOW

\KSPERIMENTA PO FORMULE

P (X = x) = Cx

n
px(1� p)n�x; x = 0; 1; : : : ; n

WRQD LI WOZMOVEN IZ-ZA NEPREODOLIMYH TEHNI^ESKIH SLOVNOSTEJ, WY-

ZWANNYH OGROMNYM ZNA^ENIEM n I NI^TOVNO MALYM ZNA^ENIEM p: pO-

\TOMU WOZNIKAET MATEMATI^ESKAQ PROBLEMA ASIMPTOTIKI BINOMIALX-

NYH WEROQTNOSTEJ, KOGDA n ! 1 I ODNOWREMENNO p ! 0: rE[ENIE

PROBLEMY DAET

pREDLOVENIE 5.1. eSLI n ! 1; p ! 0 I PRI \TOM np = � (=

const); TO

PfX = x jn; pg �!
�xe��

x!
:

dOK A Z A T E L X ST WO. pREDELXNOE ZNA^ENIE BINOMIALXNYH WEROQT-

NOSTEJ LEGKO POLU^ITX, ESLI PREDSTAWITX IH W WIDE

PfX = x jn; pg =
n(n� 1) : : : (n� x+ 1)

x!

 
�

n

!x  
1�

�

n

!n�x
=

 
1�

1

n

! 
1�

2

n

!
� � �

 
1 �

x � 1

n

!  
1�

�

n

!
�x

�

 
1�

�

n

!n �x
x!

I WOSPOLXZOWATXSQ ZAME^ATELXNYM PREDELOM (1 � �=n)n ! e�:

|TOT ASIMPTOTI^ESKIJ REZULXTAT WPERWYE BYL POLU^EN pUASSO-

NOM, I PO\TOMU RASPREDELENIE WEROQTNOSTEJ

P (X = x j�) =
�xe��

x!
; x = 0; 1; : : : ; (1)

NAZYWAETSQ RASPREDELENIEM pUASSONA I OBOZNA^AETSQ P(�): pRAWAQ

^ASTX (1) PREDSTAWLQET NENULEWYE ZNA^ENIQ FUNKCII PLOTNOSTI

f(x j�) RASPREDELENIQ pUASSONA, � (> 0) NAZYWAETSQ PARAMETROM IN-

TENSIWNOSTI POTOKA pUASSONA { W TERMINAH ZADA^I S RADIOAKTIW-

NYM RASPADOM � RAWNO SREDNEMU ^ISLU ATOMOW, RASPAW[IHSQ ZA EDI-

NICU WREMENI. fUNKCIQ RASPREDELENIQ pUASSONA RAWNA NUL@ NA OT-

RICATELXNOJ POLUOSI, A NA POLOVITELXNOJ WOZRASTAET SKA^KAMI W CE-

LO^ISLENNYH TO^KAH x = 0; 1; : : : ; WELI^INA KOTORYH RAWNA PRAWOJ

^ASTI (1).
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tRUDNO PEREOCENITX ZNA^IMOSTX ZAKONA pUASSONA W RAZLI^NYH

PROBLEMAH ESTESTWOZNANIQ. |TO RASPREDELENIE ISPOLXZUETSQ PRI IS-

SLEDOWANII ^ISLA NES^ASTNYH SLU^AEW NA PREDPRIQTIQH, ^ISLA WY-

ZOWOW NA TELEFONNOJ STANCII; \TOMU ZAKONU POD^INQ@TSQ METEORNYE

QWLENIQ, POTOKI TRANSPORTA, RAZMERY O^EREDEJ SISTEM OBSLUVIWANIQ

I PR.

rAWNOMERNOE RASPREDELENIE U(a; b): nA OTREZOK [ 0; 1 ] \NAUGAD"

BROSAETSQ TO^KA, TAK ^TO WEROQTNOSTX EE POPADANIQ W L@BOJ INTERWAL

(�; �) 2 [ 0; 1 ] ZAWISIT TOLXKO OT DLINY ��� INTERWALA I NE ZAWISIT

OT EGO POLOVENIQ WNUTRI OTREZKA [ 0; 1 ]: |KSPERIMENTATORA INTERESU-

ET RASPREDELENIE SLU^AJNOJ WELI^INY X; REALIZU@]EJ KOORDINATU

x TO^KI POSLE BROSANIQ.

kL@^ K WYWODU FUNKCII RASPREDELENIQ X UKAZYWAET SLEDU@]AQ

\KWIWALENTNAQ FORMULIROWKA USLOWIJ \KSPERIMENTA: INTERWALY ODI-

NAKOWOJ DLINY OBLADA@T ODINAKOWOJ WEROQTNOSTX@ POPADANIQ W NIH

BROSAEMOJ TO^KI. eSLI RAZDELITX OTREZOK [ 0; 1 ] NA n ODINAKOWYH

^ASTEJ, TO DLQ FUNKCII RASPREDELENIQ X IMEET MESTO DWUSTORONNQQ

OCENKA:
[nx ]

n
� F (x) �

[nx ] + 1

n
;

GDE [ t ] { CELAQ ^ASTX t: dEJSTWITELXNO, WSEM OTREZKAM, POLU^EN-

NYM W REZULXTATE DELENIQ [ 0; 1 ]; SOOTWETSTWUET ODINAKOWAQ WERO-

QTNOSTX, RAWNAQ 1=n POPADANIQ W NIH TO^KI, TAK ^TO WEROQTNOSTX

P (X < x) = F (x) MOVNO OCENITX KOLI^ESTWOM OTREZKOW DLINY 1=n;

POKRYWA@]IH [ 0; x ]: uSTREMLQQ TEPERX n K BESKONE^NOSTI, POLU^A-

EM, ^TO F (x) = x; ESLI x 2 [ 0; 1 ]: pOSKOLXKU WEROQTNOSTX POPADANIQ

TO^KI WO WNE[NOSTX OTREZKA [ 0; 1 ] RAWNA NUL@, TO F (x) = 0 PRI x < 0

I F (x) = 1 PRI x > 1:

iTAK, MY POSTROILI WEROQTNOSTNU@ MODELX RAWNOMERNOGO RASPRE-

DELENIQU(0; 1) NA OTREZKE [ 0; 1 ]:lEGKO PONQTX, ^TO ESLI ANALOGI^NYJ

\KSPERIMENT PROWODITSQ S OTREZKOM [ 0; b ]; TO FUNKCIQ RASPREDELENIQ

NA \TOM OTREZKE BUDET IMETX WID F (x) = x=b; TAK KAK SWOJSTWO LI-

NEJNOSTI DOLVNO SOHRANQTXSQ W SILU PRINCIPA SLU^AJNOSTI BROSANIQ

TO^KI NA OTREZOK [ 0; b ]; I, W TO VE WREMQ, F (b+) = 1: nAKONEC, ESLI

TO^KA BROSAETSQ NA OTREZOK OB]EGO WIDA [ a; b ]; TO F (a) = 0; F (b+) =

1; I PO\TOMU F (x) = (x � a)=b: tAKIM OBRAZOM MY PRI[LI K RAWNO-

MERNOMU RASPREDELENI@ U(a; b) NA OTREZKE [ a; b ]: |TO RASPREDELENIE
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ZAWISIT OT DWUMERNOGO PARAMETRA � = (a; b) S OBLASTX@ ZNA^ENIJ (PA-

RAMETRI^ESKIM PROSTRANSTWOM) � = f(a; b) 2 R2 : a < bg:

rAWNOMERNOE RASPREDELENIE IMEET INTERESNU@ SWQZX S POSLEDOWA-

TELXNOSTX@ ISPYTANIJ bERNULLI. eSLI PREDSTAWITX REALIZACI@ x

SLU^AJNOJ WELI^INY X S RASPREDELENIEM U (0; 1) W WIDE DWOI^NOJ

DROBI, TO EE DROBNAQ ^ASTX REALIZUET POSLEDOWATELXNOSTX INDIKATO-

ROW USPEHA W BESKONE^NOJ POSLEDOWATELXNOSTI ISPYTANIJ bERNULLI

S p = 1=2: lEGKO PROWERITX, ^TO SPRAWEDLIWO I OBRATNOE UTWERVDE-

NIE, ^TO DAET ODIN IZ PROSTEJ[IH SPOSOBOW GENERIROWANIQ SLU^AJNYH

WELI^IN S RAWNOMERNYM ZAKONOM RASPREDELENIQ.

lEKCIQ 8

pOKAZATELXNOE RASPREDELENIE E(�). wY, NAWERNOE, OBRATILI

WNIMANIE, ^TO BOLX[INSTWO, PO KRAJNEJ MERE, \SERXEZNYH" IZDELIJ,

KOTORYE WYPUSKA@T PREDPRIQTIQ, SNABVAETSQ GARANTIJNYM SROKOM

SLUVBY t0; I ESLI IZDELIE OTKAZYWAET DO MOMENTA t0; TO PREDPRIQ-

TIE NESET OPREDELENNYE UBYTKI, SWQZANNYE S REMONTOM ILI ZAMENOJ

IZDELIQ. eSTESTWENNO, DOLGOWE^NOSTX x (ILI, KAK GOWORQT ANGLI^ANE,

\SROK VIZNI" { lifetime) QWLQETSQ REALIZACIEJ SLU^AJNOJ WELI^INY

X; I TOLXKO ZNANIE EE FUNKCII RASPREDELENIQ F (x) POZWOLIT PREDPRI-

QTI@ USTANOWITX TOT GARANTIJNYJ SROK SLUVBY, KOTORYJ OTWE^AET

EGO FINANSOWYM WOZMOVNOSTQM PO OBESPE^ENI@ REMONTA ILI ZAMENY.

dLQ RAS^ETA t0 NEOBHODIMO OPREDELITXSQ S TREBUEMOJ NADEVNOSTX@

IZDELIQ P0 { \SREDNEJ" DOLEJ IZDELIJ, KOTORYE OBQZANY OTRABOTATX

GARANTIJNOE WREMQ. zNAQ NADEVNOSTX P0; MY NAHODIM GARANTIJNYJ

SROK t0 IZ URAWNENIQ P (X � t0) = 1 � F (t0) = P0: w SWQZI S \TIM

FUNKCIQ H(t) = 1� F (t); t � 0; NAZYWAETSQ FUNKCIEJ NADEVNOSTI.

oBY^NO POSTROENIE MODELI NADEVNOSTI IZDELIQ OPIRAETSQ NA NEKO-

TORYE POSTULATY, SWQZANNYE S FUNKCIONIROWANIEM IZDELIQ, EGO STA-

RENIEM, IZNOSOM, PODWERVENNOSTX@ UDARNYM NAGRUZKAM I T.P. mY

RASSMOTRIM SEJ^AS ODIN IZ TAKIH POSTULATOW PRIMENITELXNO K IZDE-

LIQM, KOTORYE OTKAZYWA@T NE W SILU PROCESSOW STARENIQ, A TOLXKO PO

PRI^INE REZKO WOZROS[IH (TAK NAZYWAEMYH \UDARNYH") NAGRUZOK NA

REVIM EGO RABOTY. eSTESTWENNO, W TAKOJ SITUACII WEROQTNOSTX TOGO,

^TO IZDELIE PROSLUVIT E]E NEKOTOROE WREMQ t PRI USLOWII, ^TO ONO
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UVE OTSLUVILO SROK s; NE DOLVNA ZAWISETX OT s; TO ESTX

PfX � t+ s j X � sg =
P (fX � t+ sg \ fX � sg)

P (X � s)
=

P (X � t+ s)

P (X � s)
= P (X � t):

tAKIM OBRAZOM, FUNKCIQ NADEVNOSTI H(t) IZDELIQ DOLVNA UDOWLE-

TWORQTX FUNKCIONALXNOMU URAWNENI@

H(t+ s) = H(t)H(s); t � 0; s � 0: (2)

pREDLOVENIE 5.2. eSLI FUNKCIQ H(t); t � 0 UDOWLETWORQET KRA-

EWYM USLOWIQM H(0) = 1; limt!1H(t) = 0 I NEPRERYWNA SPRAWA, TO

WSE RE[ENIQ URAWNENIQ (2) IME@T WID

H(t) = e��t;

GDE � > 0 {PROIZWOLXNYJ PARAMETR.

dOK A Z A T E L X ST WO. iZ URAWNENIQ (2) LEGKO WYWESTI, ^TO DLQ L@-

BOGO c > 0 I L@BOGO CELOGO n � 1 IMEET MESTO SOOTNO[ENIE

H(nc) = Hn(c): (3)

dEJSTWITELXNO, W SILU (2), ISPOLXZUQ INDUKCI@, POLU^AEM H(nc) =

H((n� 1)c) + c) = H((n� 1)c)H(c) = H((n� 2)c)H2(c) = : : : = Hn(c):

dALEE, DLQ L@BYH c > 0 I CELOGO m � 1 SPRAWEDLIWO RAWENSTWO

H

 
c

m

!
= H1=m(c); (4)

KOTOROE NEMEDLENNO SLEDUET IZ (3): H(c) = H(mc=m) = Hm(c=m):

sOOTNO[ENIQ (3) I (4) POZWOLQ@T USTANOWITX STROGOE NERAWENSTWO

0 < H(1) < 0: dEJSTWITELXNO, ESLI DOPUSTITX PROTIWNOE: H(1) = 0;

TO W SILU (4) DLQ L@BOGO CELOGO m � 1 POLU^AEM H(1=m) = H1=m(1) =

0: uSTREMLQQm K BESKONE^NOSTI I ISPOLXZUQ SWOJSTWO NEPRERYWNOSTI

H SPRAWA, POLU^AEM PROTIWORE^IE 1 = H(0) = limm!1H(1=m) = 0:

aNALOGI^NO, ESLI PREDPOLOVITX, ^TO H(1) = 1; TO, W SILU (3), DLQ

L@BOGO CELOGO n H(n) = Hn(1) = 1 I, W TO VE WREMQ, limn!1H(n) =

0:
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nERAWENSTWO 0 < H(1) < 1 OZNA^AET, ^TO SU]ESTWUET TAKOE � > 0;

^TO H(1) = e��: nO TOGDA, W SILU (3) I (4), DLQ L@BYH CELYH n I m

IMEEM H(n) = e�n�; H(n=m) = H1=m(n) = expf�n�=mg: |TO OZNA^A-

ET, ^TO NA[E PREDPOLOVENIE DOKAZANO DLQ WSEH RACIONALXNYH t: l@-

BOE DRUGOE ZNA^ENIE t NA POLOVITELXNOJ POLUOSI MOVNO SKOLX UGODNO

TO^NO OCENITX SWERHU RACIONALXNYM ^ISLOM I ZATEM WOSPOLXZOWATXSQ

NEPRERYWNOSTX@ SPRAWA H(t) PRI PEREHODE W OCENKE t K PREDELU.

iTAK, MY NA[LI FUNKCI@ RASPREDELENIQ SLU^AJNOJ WELI^INY X;

REALIZU@]U@ DOLGOWE^NOSTX IZDELIQ, F (x) = 1�H(x) = 1�expf��xg

W OBLASTI x > 0: kAK BUDET POKAZANO W DALXNEJ[EM, \TO RASPREDELE-

NIE TESNO SWQZANO S RASPREDELENIEM pUASSONA I PARAMETR �; KAK I

W MODELI P(�); HARAKTERIZUET INTENSIWNOSTX POTOKA OTKAZOW. oD-

NAKO W TEORII WEROQTNOSTEJ OBY^NO MODELX POKAZATELXNOGO RASPRE-

DELENIQ PARAMETRIZUETSQ INYM SPOSOBOM, ^EREZ PARAMETR � = 1=�;

KOTORYJ IMEET SMYSL SREDNEJ DOLGOWE^NOSTI. tAKIM OBRAZOM, PO-

KAZATELXNOE RASPREDELENIE E(�), KOTOROE BUDET W DALXNEJ[EM RAS-

SMATRIWATXSQ, IMEET FUNKCI@ RASPREDELENIQ F (x) = 0 PRI x � 0 I

F (x) = 1� expf�x=�g; ESLI x > 0:

mY ZAWER[IM \TOT PARAGRAF POSTROENIEM E]E ODNOJ DISKRETNOJ

MODELI TEORII NADEVNOSTI, W KOTOROJ PROSLEVIWA@TSQ PERWYE, POKA

E]E O^ENX SMUTNYE, SWQZI PUASSONOWSKOGO I POKAZATELXNOGO RASPREDE-

LENIJ.

gEOMETRI^ESKOE RASPREDELENIE Geo(p): pRI POSADKE WOZDU[-

NOGO LAJNERA WOZMOVEN SILXNYJ UDAR O POSADO^NU@ POLOSU, KOTORYJ

MOVET PRIWESTI K RAZRU[ENI@ [ASSI. pUSTX p { WEROQTNOSTX GRU-

BOJ POSADKI; NAS INTERESUET WEROQTNOSTX TOGO, ^TO [ASSI NE BUDET

RAZRU[ENO DO MOMENTA t (� 1) (NADEVNOSTX [ASSI).

s PODOBNOJ ZADA^EJ MY IMELI DELO W x1 (PRIMER 6), KOGDA OPREDE-

LQLI WEROQTNOSTX PERWOGO POQWLENIQ GERBA PRI n-OM ISPYTANII PRA-

WILXNOJ MONETY (p = 1=2): w DANNOM, BOLEE OB]EM SLU^AE ESTESTWENNO

WOSPOLXZOWATXSQ PREDPOLOVENIEM O NEZAWISIMOSTI SITUACIJ, WOZNI-

KA@]IH PRI KAVDOJ POSADKE LAJNERA. pUSTX X { SLU^AJNAQ WELI^I-

NA, PRINIMA@]AQ ZNA^ENIQ x = 1; 2; : : : ; KOTORYE UKAZYWA@T MOMENT

RAZRU[ENIQ [ASSI, TO^NEE, NOMER POSADKI, KOTORAQ OKAZALASX GRU-

BOJ. tOGDA SOBYTIE X = x SOSTOIT IZ x � 1 BLAGOPOLU^NYH POSADOK

I GRUBOJ POSADKI S NOMEROM x; OTKUDA NAHODIM FUNKCI@ PLOTNOSTI
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GEOMETRI^ESKOGO RASPREDELENIQ Geo(p):

f(x j p) = P (X = x) = (1 � p)x�1p;

ESLI x 2 N; I f(x j p) = 0 W OSTALXNYH TO^KAH WE]ESTWENNOJ OSI R:

w DISKRETNOJ FUNKCII NADEVNOSTI

H(t) = P (X � t) =
1X
x=t

(1 � p)x�1p = (1 � p)t�1; t � 1

PRAKTI^ESKIJ INTERES PREDSTAWLQ@T O^EWIDNO MALYE ZNA^ENIQ p I

BOLX[IE ZNA^ENIQ t: nAJDEM ASIMPTOTIKUH(t); POLOVIW p = �=N; t =

Nx I USTREMIW N K BESKONE^NOSTI. iMEEM

H(Nx) =

 
1�

�

N

!Nx�1
! e��x:

iTAK, ASIMPTOTI^ESKIJ ANALIZH(t); ANALOGI^NYJ TEOREME pUASSO-

NA, PRIWEL NAS K FUNKCII NADEVNOSTI POKAZATELXNOGO RASPREDELENIQ.

dLQ TOGO ^TOBY STROITX NOWYE WEROQTNOSTNYE MODELI, NAM NEOB-

HODIMO BLIVE POZNAKOMITXSQ S ^ISLOWYMI I FUNKCIONALXNYMI HA-

RAKTERISTIKAMI RASPREDELENIJ, KOTORYE POSTOQNNO ISPOLXZU@TSQ NA

PRAKTIKE, KOGDA WOZNIKAET PROBLEMA SRAWNENIQ RASPREDELENIJ ILI

HARAKTERIZACIQ IH SPECIFI^ESKIH OSOBENNOSTEJ. |TOMU WOPROSU PO-

SWQ]EN SLEDU@]IJ PARAGRAF.
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