
x4. sLU^AJNYE WELI^INY I FUNKCII RASPREDELENIQ

lEKCIQ 6

w PRIMENENIQH METODOW TEORII WEROQTNOSTEJ ISSLEDOWATELX ^A]E

WSEGO IMEET DELO S ^ISLOWYMI HARAKTERISTIKAMI NABL@DAEMOGO OB_-

EKTA, KOTORYE QWLQ@TSQ FUNKCIQMI \LEMENTARNYH ISHODOW { SOSTOQ-

NIJ OB_EKTA. pRI ISPOLXZOWANII RAZLI^NYH HARAKTERISTIK WAVNYM

QWLQETSQ TO OBSTOQTELXSTWO, ^TO WSE ONI OPREDELENY NA ODNOM I TOM

VE PROSTRANSTWE 
; I ESLI MY PRISTUPAEM K POSTROENI@ WEROQTNOST-

NOJ MODELI, NA OSNOWANII KOTOROJ BUDET POLU^ENO RASPREDELENIE NA-

BL@DAEMOJ HARAKTERISTIKI X = X(!), TO MY DOLVNY PONIMATX, ^TO

\TO RASPREDELENIE INDUCIROWANO ISHODNYM RASPREDELENIEM P NA �-

ALGEBRE A PODMNOVESTW 
: nAPOMNIM, ^TO TAKOGO RODA POSTROENIQ

PROWODILISX PRI WYWODE GIPERGEOMETRI^ESKOGO I BINOMIALXNOGO RAS-

PREDELENIJ.

iTAK, MY PRISTUPAEM K TEORII RASPREDELENIJ FUNKCIJ X = X(!)

NA PROSTRANSTWE \LEMENTARNYH ISHODOW, FIKSIRUQ NEKOTOROE WEROQT-

NOSTNOE PROSTRANSTWO (
;A; P ): oBLASTX@ ZNA^ENIJ FUNKCII X SLU-

VIT \WKLIDOWO PROSTRANSTWO R; I \TO PROSTRANSTWO QWLQETSQ NOWYM

PROSTRANSTWOM \LEMENTARNYH ISHODOW.pOSKOLXKU NAS, W OSNOWNOM, BU-

DUT INTERESOWATX WEROQTNOSTI POPADANIQ ZNA^ENIJ X W INTERWALY,

TO ESTESTWENNO RASSMOTRETX BULEWU �- ALGEBRU PODMNOVESTW R; POROV-

DENNU@ WSEWOZMOVNYMI INTERWALAMI NA PRQMOJ R: kAK NAM IZWESTNO

IZ OB]EGO KURSA ANALIZA, TAKAQ �-ALGEBRA B, SOSTOQ]AQ IZ WSEWOZMOV-

NYH OB_EDINENIJ I PERESE^ENIJ S^ETNOGO ^ISLA INTERWALOW, NAZYWA-

ETSQ BORELEWSKIM POLEM, I DLQ EE POSTROENIQ DOSTATO^NO RASSMOTRETX

OTKRYTYE INTERWALY WIDA (�1; x):

wWEDEM IZMERIMOE PROSTRANSTWO (R;B) ZNA^ENIJ X I RASSMOTRIM

SLEDU@]IJ, SOWER[ENNO ESTESTWENNYJ METOD \NAWEDENIQ" RASPREDELE-

NIQ PX NA B POSREDSTWOM WEROQTNOSTI P NA A: kAVDOMU BORELEWSKOMU

MNOVESTWU B 2 B SOPOSTAWIM EGO PROOBRAZ X�1(B) = f! : X(!) 2

Bg � 
: eSLI X
�1(B) 2 A; TO ESTESTWENNO OPREDELITX WEROQTNOSTX

POPADANIQ ZNA^ENIQ X W B KAK PX (B) = P (X�1(B)): fUNKCII, KOTO-

RYE OBLADA@T SWOJSTWOM X
�1(B) 2 A PRI L@BOM B 2 B; NAZYWA@TSQ

IZMERIMYMI, I W DALXNEJ[EM BUDUT RASSMATRIWATXSQ TOLXKO TAKIE

HARAKTERISTIKI NABL@DAEMOGO OB_EKTA.mY PODO[LI K OSNOWNOMU PO-

NQTI@ TEORII RASPREDELENIJ NA PODMNOVESTWAH R:
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oPREDELENIE 4.1. sLU^AJNOJ WELI^INOJ X = X(!) NAZYWAETSQ

IZMERIMOE OTOBRAVENIE IZMERIMOGO PROSTRANSTWA (
;A) NA BORELEW-

SKU@ PRQMU@ (R;B):

lEGKO PONQTX, ^TO, S TO^KI ZRENIQ PRAKTI^ESKIH PRILOVENIJ, MY

MOGLI BY NE OBRA]ATXSQ K OPREDELENI@ SLU^AJNOJ WELI^INY, KAK IZ-

MERIMOJ FUNKCII, A PROSTO SKAZATX, ^TO SEJ^AS MY ZAJMEMSQ POSTROE-

NIEM WEROQTNOSTNYH MODELEJ, W KOTORYH PROSTRANSTWO \LEMENTARNYH

ISHODOW ESTX ^ISLOWAQ PRQMAQ. tEM NE MENEE, ^TOBY OPISATX KLASS WOZ-

MOVNYH RASPREDELENIJ NABL@DAEMOJ SLU^AJNOJ WELI^INY X INOGDA

PROSTO NEOBHODIMO ZNATX PRI^INU IZMEN^IWOSTI SOSTOQNIJ OB_EKTA

(ILI INSTRUMENTA ISSLEDOWANIQ), KOTORAQ OBUSLAWLIWAET RAZNYE ZNA-

^ENIQ W POWTORNYH NABL@DENIQH X:

bORELEWSKOE POLE B; NA KOTOROM BUDET OPREDELQTXSQ RASPREDELENIE

X; QWLQETSQ ^REZWY^AJNO SLOVNYM OB_EKTOM S TO^KI ZRENIQ STROENIJ

EGO \LEMENTOW, PO\TOMU ZADANIE FUNKCII P (B); B 2 B PREDSTAWLQETSQ

SOWER[ENNO NERAZRE[IMOJ PROBLEMOJ. oDNAKO MY ZNAEM, ^TO B POROV-

DAETSQ INTERWALAMI WIDA (�1; x) (SOBYTIQMI X < x), I \TO UKAZY-

WAET PROSTOJ PUTX K ZADANI@ RASPREDELENIQ SLU^AJNOJ WELI^INY X:

~TO ESLI NA^ATX S ZADANIQ WEROQTNOSTI TOLXKO NA SOBYTIQH, POROV-

DA@]IH B; TO ESTX S OPREDELENIQ FUNKCII F (x) = P (X < x); x 2 R;

POTOM RASPROSTRANITX EE ADDITIWNYM OBRAZOM NA BULEWU ALGEBRU KO-

NE^NYH OB_EDINENIJ WSEWOZMOVNYH INTERWALOW NA R; POKAZATX, ^TO

POLU^ENNAQ TAKIM OBRAZOM ADDITIWNAQ FUNKCIQ NA BULEWOJ ALGEBRE

OBLADAET SWOJSTWOM NEPRERYWNOSTI OTNOSITELXNO MONOTONNO UBYWA-

@]IH POSLEDOWATELXNOSTEJ SOBYTIJ (QWLQETSQ WEROQTNOSTX@) I, NA-

KONEC, ZAKON^ITX POSTROENIE WEROQTNOSTI NA B SSYLKOJ NA TEOREMU

OB EDINSTWENNOSTI PRODOLVENIQ WEROQTNOSTI S BULEWOJ ALGEBRY OB_-

EDINENIJ INTERWALOW NA POROVDENNU@ \TOJ ALGEBROJ �-ALGEBRU BORE-

LEWSKIH PODMNOVESTW R:

mY PRISTUPAEM K REALIZACII \TOJ PROGRAMMY I WWEDEM SNA^ALA

oPREDELENIE 4.2. fUNKCIQ F (x) = P (X < x); OPREDELENNAQ NA

WSEJ ^ISLOWOJ PRQMOJ R; NAZYWAETSQ FUNKCIEJ RASPREDELENIQ SLU-

^AJNOJ WELI^INY X:

pRIM E R 4.1. pUSTX SLU^AJNAQ WELI^INA X PRINIMAET S NENULE-

WOJ WEROQTNOSTX@ WSEGO DWA ZNA^ENIQ: x = �1 S WEROQTNOSTX@ 1/2

I x = +1 S TOJ VE WEROQTNOSTX@ 1/2 (IGRA W ORLQNKU SO STAWKOJ 1
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RUBLX). tOGDA FUNKCIQ RASPREDELENIQ X IMEET SLEDU@]IJ WID.
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dEJSTWITELXNO, DLQ L@BOGO x < 1 MNOVESTWO (�1; x) NE SODERVIT

ZNA^ENIJ X; KOTORYE ONA MOGLA BY PRINQTX S POLOVITELXNOJ WERO-

QTNOSTX@, TAK ^TO F (x) = P (X < x) = 0: dALEE, F (�1) = P (X <

�1) = 0; NO ESLI �1 < x � +1; TO F (x) = P (X = �1) = 1=2: w OBLAS-

TI x > +1 SODERVATSQ WSE ZNA^ENIQ SLU^AJNOJ WELI^INY X; KOTORYE

ONA PRINIMAET S POLOVITELXNOJ WEROQTNOSTX@, PO\TOMU F (x) = 1 PRI

x > +1:

iSSLEDUEM NEKOTORYE OSOBENNOSTI POWEDENIQ FUNKCII F:

pREDLOVENIE 4.1. fUNKCIQ F (x); x 2 R OBLADAET SLEDU@]IMI

SWOJSTWAMI.

(F1) lim
x!�1

F (x) = 0; lim
x!+1

F (x) = 1:

(F2) F (x) { NEUBYWA@]AQ FUNKCIQ x 2 R:

(F3) fUNKCIQ F (x) NEPRERYWNA SLEWA: lim
x!a�

F (x) = F (a):

(F4) wEROQTNOSTI POPADANIQ ZNA^ENIJ SLU^AJNOJ WELI^INY X W

INTERWALY NA R WY^ISLQ@TSQ PO FORMULAM

PfX 2 [ a; b)g = F (b) � F (a); PfX 2 [ a; b ]g = F (b+) � F (a);

PfX 2 (a; b ]g = F (b+) � F (a+); PfX 2 (a; b)g = F (b) � F (a+):

(F5) fUNKCIQ F (x) IMEET NE BOLEE ^EM S^ETNOE MNOVESTWO SKA^-

KOW.
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dOK A Z A T E L X ST WO. (F1): rASSMOTRIM POSLEDOWATELXNOSTX SOBY-

TIJ fAn = (�1; xn); n � 1g: eSLI xn ! �1 PRI n ! 1;

TO, O^EWIDNO, An # ; I An " R(= 
); ESLI xn ! +1: tAK KAK

F (xn) = P (X < xn) = P (An); TO SWOJSTWA (F1) WYTEKA@T IZ AKSI-

OMY NEPRERYWNOSTI (P3) WEROQTNOSTI P:

(F2): eSLI x1 � x2; TO F (x1) � F (x2); TAK KAK A1 = (�1; x1) �

A2 = (�1; x2) I, W SILU SWOJSTWA MONOTONNOSTI WEROQTNOSTI (SM. (3)

W PREDLOVENII 2.2), F (x1) = P (A1) � P (A2) = F (x2):

(F3): pUSTX POSLEDOWATELXNOSTX xn " x PRI n ! 1; TAK ^TO SO-

OTWETSTWU@]AQ POSLEDOWATELXNOSTX SOBYTIJ An = (�1; xn) " A: iS-

POLXZUQ SWOJSTWO (P3) NEPRERYWNOSTI P; POLU^AEM F (xn) = P (An) !

P (A) = F (x); ^TO, PO OPREDELENI@, OZNA^AET NEPRERYWNOSTX SLEWA

FUNKCII F (x):

(F4): eSLI A � B; TO P (B n A) = P (B) � P (A) (SM. (3) W

PREDLOVENII 2.2). iZ \TOGO SWOJSTWA WEROQTNOSTI I TOLXKO ^TO DO-

KAZANNOGO SWOJSTWA NEPRERYWNOSTI WYTEKAET, ^TO, NAPRIMER, ZAMK-

NUTYJ INTERWAL [ b ] = (�1; b ] n (�1; a); I POSKOLXKU MNOVESTWO

(�1; a) � (�1; b ]; TO PfX 2 [ a; b ]g = PfX 2 (�1; b ]g � PfX 2

(�1; a)g = P (X � b) � P (X < a) = F (b+) � F (a): w POSLEDNEM RA-

WENSTWE MY ISPOLXZOWALI ZAPISX F (b+) DLQ WYRAVENIQ WEROQTNOSTI

SOBYTIQ fX � bg: dELO W TOM, ^TO P (X < b) = F (b); I ESLI W TO^KE b

FUNKCIQ F (x) IMEET SKA^OK, TO EGO WELI^INA RAWNA F (b+) � F (b):

(F5): w \TOM PUNKTE PREDLOVENIQ UTWERVDAETSQ, ^TO WSE SKA^KI

(TO^KI RAZRYWA) FUNKCII F (x) MOVNO ZANUMEROWATX. pOSTUPIM SLE-

DU@]IM OBRAZOM: RASSMOTRIM POSLEDOWATELXNOSTX MNOVESTW fAn;

n � 1g, GDE An ESTX MNOVESTWO TO^EK RAZRYWA FUNKCII F (x) S WELI-

^INOJ SKA^KA, NE MENX[EJ 1=n: pOSKOLXKU 0 � F (x) � 1; TO MNOVEST-

WO An KONE^NO I SODERVIT NE BOLEE ^EM n TO^EK. sLEDOWATELXNO, MY

MOVEM ZANUMEROWATX WSE SKA^KI FUNKCII F (x) W PORQDKE UBYWANIQ

IH WELI^INY, OSU]ESTWLQQ POSLEDOWATELXNU@ NUMERACI@ TO^EK MNO-

VESTWA A1; POTOM A2 I TAK DALEE, WOZMOVNO, DO BESKONE^NOSTI, ESLI

^ISLO SKA^KOW F (x) NE KONE^NO. pRI TAKOM SPOSOBE NUMERACII L@BO-

MU, SKOLX UGODNO MALOMU PO WELI^INE SKA^KU FUNKCII F (x) RANO ILI

POZDNO BUDET PRISWOEN NOMER.

iTAK, MY UBEDILISX, ^TO FUNKCIQ RASPREDELENIQ QWLQETSQ HORO-

[IM I DOSTATO^NO PROSTYM INSTRUMENTOM DLQ WY^ISLENIQ WEROQT-
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NOSTEJ POPADANIQ ZNA^ENIJ SLU^AJNOJ WELI^INY W INTERWALY NA DEJ-

STWITELXNOJ PRQMOJ. oDNAKO, ESLI MY OPREDELIM TOLXKO WEROQTNOSTI

\LEMENTOW BORELEWSKOGO POLQ B, IME@]IH WID INTERWALOW, TO SMOVEM

LI NA OSNOWANII IH WY^ISLQTX WEROQTNOSTI DRUGIH SOBYTIJ IZ B?

oTWET NA \TOT WOPROS DAET

tEOREMA 4.1. pUSTX FUNKCIQ F (x); x 2 R; OBLADAET SWOJSTWAMI

(F1) lim
x!�1

F (x) = 0; lim
x!+1

F (x) = 1;

(F2) F (x) { NEUBYWA@]AQ FUNKCIQ x 2 R;

(F3) F (x) NEPRERYWNA SLEWA: lim
x!a�

F (x) = F (a):

tOGDA NA BORELEWSKOJ PRQMOJ (R; B) SU]ESTWUET EDINSTWENNAQ WE-

ROQTNOSTX P; DLQ KOTOROJ Pf(�1; x)g = F (x) DLQ WSEH x 2 R:

dOK A Z A T E L X ST WO. fUNKCIQ F (x) OPREDELQET FUNKCI@ MNO-

VESTW P
0(C) NA SEMEJSTWE C OTKRYTYH INTERWALOW WIDA C = Cx =

(�1; x) POSREDSTWOM RAWENSTWA P 0(Cx) = F (x); PRI^EM, W SILU SWOJ-

STWA (F1); P 0(
) = P
0(R) = 1: rASPROSTRANIM \TU FUNKCI@ MNOVESTW

NA BULEWU ALGEBRU A = A(C); POROVDENNU@ SEMEJSTWOM C: |LEMENTY A

BULEWOJ ALGEBRY A O^EWIDNO IME@T WID

A =
kX
i

[ ai; bi); (1)

I PO\TOMU ESTESTWENNO POLOVITX (SM. (F4) W PREDLOVENII 4.1)

P
0(A) =

kX
i

[F (bi) � F (ai) ] : (2)

o^EWIDNO, FUNKCIQ MNOVESTW P 0(A) NA BULEWOJ ALGEBRE A OBLADAET

TAKIMI SWOJSTWAMI WEROQTNOSTI, KAK NORMIRUEMOSTX (P1) I KONE^NAQ

ADDITIWNOSTX (P2): eSLI MY POKAVEM, ^TO P
0 OBLADAET SWOJSTWOM

NEPRERYWNOSTI P (3); TO UTWERVDENIE TEOREMY BUDET PROSTYM SLED-

STWIEM OB]EJ TEOREMY O PRODOLVENII MERY NA POROVDENNU@ BULEWOJ

ALGEBROJ �-ALGEBRU, IBO, KAK IZWESTNO, BORELEWSKOE POLE POROVDAETSQ

ALGEBROJ A ( BOLEE TOGO, { SEMEJSTWOM C):

pUSTX fAn; n � 1g { TAKAQ POSLEDOWATELXNOSTX \LEMENTOW A; ^TO

An # : tREBUETSQ POKAZATX, ^TO P
0(An)! 0: tAK KAK An IME@T WID (1)

I An # OZNA^AET, ^TO WSE k INTERWALOW W PREDSTAWLENII (1) MONOTONNO

STQGIWA@TSQ K ; TO DOSTATO^NO POKAZATX P 0(An)! 0 DLQ \LEMENTOW A

WIDA An = [ an; bn):
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w SILU OPREDELENIQ (2) FUNKCII P 0 NA A P
0(An) = F (bn)� F (an):

pOKAVEM, ^TO DLQ L@BOGO " > 0 SU]ESTWUET TAKOEN; ^TO DLQ WSEH n >

N WYPOLNQETSQ NERAWENSTWO P 0(An) < "; ^TO, O^EWIDNO, \KWIWALENTNO

UTWERVDENI@ P
0(An)! 0:

dLQ DOKAZATELXSTWA \TOGO WOSPOLXZUEMSQ IZWESTNOJ IZ ANALIZA LEM-

MOJ O WLOVENNYH OTREZKAH: ESLI [ an; b
0

n
] # ; TO SU]ESTWUET TAKOE N;

^TO DLQ WSEH n � N OTREZKI [ an; b
0

n
] = ; I, SLEDOWATELXNO, [ an; b

0

n
) = ;

TAK ^TO P
0f[ an; b

0

n
)g = 0 (OBRATITE WNIMANIE NA \IGRU" SKOBOK [ � ]

I [ �)). pO ZADANNOMU " > 0; ISPOLXZUQ SWOJSTWO (F3) NEPRERYWNOS-

TI SLEWA FUNKCII F (x); WYBEREM PRI KAVDOM n = 1; 2 : : : ^ISLA

b
0

n
� bn IZ USLOWIQ F (bn) � F (b 0

n
) � ": w TAKOM SLU^AE P 0f[ an; bn)g =

F (bn) � F (an) � F (b 0
n
) � F (an) + " = P

0f[ an; b
0

n
)g + ": nA^INAQ S NE-

KOTOROGO N WSE OTREZKI [ an; b
0

n ]; A TAKVE IH PODMNOVESTWA [ an; b
0

n)

STANOWQTSQ PUSTYMI MNOVESTWAMI, I PO\TOMU P 0f[ an; bn)g � P
0(;)+"

DLQ WSEH n � N:

iTAK, P 0 ESTX WEROQTNOSTX NA BULEWOJ ALGEBRE A; I PO\TOMU, W SILU

TEOREMY O PRODOLVENII WEROQTNOSTI, SU]ESTWUET EDINSTWENNAQ WERO-

QTNOSTX P NA B(A); SOWPADA@]AQ S P NA A:

dOKAZANNAQ TEOREMA POZWOLQET NAM WY^ISLQTX WEROQTNOSTI SOBY-

TIJ S POMO]X@ INTEGRALA sTILTXESA:

P (A) =
Z
A
dF (x); A 2 A:
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