
x3. uSLOWNAQ WEROQTNOSTX I NEZAWISIMOSTX SOBYTIJ

lEKCIQ 4

pONQTIE WEROQTNOSTNOGO PROSTRANSTWA IGRAET FUNDAMENTALXNU@

ROLX W PRILOVENIQH TEORII WEROQTNOSTEJ, POSKOLXKU \TO { MATE-

MATI^ESKAQ FORMALIZACIQ WEROQTNOSTNOJ MODELI. zNAQ RASPREDELE-

NIE WEROQTNOSTEJ, MY W SOSTOQNII OPTIMIZIROWATX SWOE POWEDENIE

PRI \IGRE" S PRIRODOJ, PROIZWODQ \STAWKI" NA TE SOBYTIQ IZ SIGMA-

ALGEBRY A; KOTORYE OBLADA@T NAIBOLX[EJ WEROQTNOSTX@. dALXNEJ-

[AQ OPTIMIZACIQ TAKOJ IGRY OBY^NO OSU]ESTWLQETSQ ZA S^ET DOPOL-

NITELXNOJ INFORMACII, KOTOROJ MOVET RASPOLAGATX IGROK, I U^ET TA-

KOJ INFORMACII OSU]ESTWLQETSQ W TERMINAH TAK NAZYWAEMOJ USLOW-

NOJ WEROQTNOSTI. ~TOBY UQSNITX SMYSL \TOGO NOWOGO DLQ NAS PONQ-

TIQ, RASSMOTRIM SLEDU@]IJ PROSTOJ PRIMER.

bROSAETSQ PRAWILXNAQ KOSTX I NAS INTERESUET SOBYTIE A : WYPA-

LO 6 O^KOW. aPRIORI WEROQTNOSTX \TOGO SOBYTIQ RAWNA 1/6, NO PUSTX

MY RASPOLAGAEM DOPOLNITELXNOJ INFORMACIEJ, ^TO WYPALO ^ETNOE

KOLI^ESTWO O^KOW (SOBYTIE B). w TAKOM SLU^AE WEROQTNOSTX SOBYTIQ

A DOLVNA UWELI^ITXSQ, I DLQ EE PERES^ETA MY DOLVNY RASSMOTRETX

SUVENNOE PROSTRANSTWO \LEMENTARNYH ISHODOW 
B = f2; 4; 6g: w SOOT-

WETSTWII S RASPREDELENIEM WEROQTNOSTEJ NA ISHODNOM PROSTRANSTWE

\LEMENTARNYH ISHODOW 
 = f1; 2; 3; 4; 5; 6g WEROQTNOSTX P (B) SOBYTIQ

B (ILI, ^TO TO VE, WEROQTNOSTNAQ MERA NOWOGO PROSTRANSTWA \LEMEN-

TARNYH ISHODOW 
B) RAWNA 1/2. uSLOWIE , ,PROIZO[LO SOBYTIE B" DE-

LAET PROSTRANSTWO \LEMENTARNYH ISHODOW 
B DOSTOWERNYM SOBYTIEM,

I, SLEDOWATELXNO, MY DOLVNY PRIPISATX EMU WEROQTNOSTX EDINICA, A

WEROQTNOSTI p(2) = p(4) = p(6) = 1=6 OSTALXNYH ISHODOW IZ 
B PRO-

NORMIROWATX { RAZDELITX NA MERU P (B) = P (
B) = 1=2: tAKIM OB-

RAZOM, USLOWNOE RASPREDELENIE NA 
B SLEDUET WY^ISLQTX PO FORMULE

p(! \ B) = P (f!g \ B)=P (B): iTAK, ISKOMAQ WEROQTNOSTX SOBYTIQ

A PRI USLOWII, ^TO PROIZO[LO SOBYTIE B; (USLOWNAQ WEROQTNOSTX)

RAWNA P (A jB) = P (A \B)=P (B):

oPREDELENIE 3.1. uSLOWNAQ WEROQTNOSTX SOBYTIQ A OTNOSI-

TELXNO SOBYTIQ B (BOLEE DLINNAQ I USTAREW[AQ TERMINOLOGIQ { WE-

ROQTNOSTX A PRI USLOWII, ^TO PROIZO[LO B) OPREDELQETSQ FORMU-
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LOJ

P (A jB) =
P (A \B)

P (B)
:

wWEDEM TEPERX ODNO IZ WAVNEJ[IH PONQTIJ TEORII WEROQTNOSTEJ,

KOTOROE, PO SU]ESTWU, WYDELQET EE W SAMOSTOQTELXNU@ DISCIPLINU

IZ OB]EJ TEORII MERY. eSLI OKAZYWAETSQ, ^TO USLOWNAQ WEROQTNOSTX

SOBYTIQ A OTNOSITELXNO SOBYTIQ B RAWNA BEZUSLOWNOJ WEROQTNOSTI

SOBYTIQ A; TO ESTX P (A jB) = P (A\B)=P (B) = P (A); TO ESTESTWENNO

SKAZATX, ^TO A NE ZAWISIT OT B: oKAZYWAETSQ, ^TO W TAKOM SLU^AE

I B NE ZAWISIT OT A; TO ESTX SOBYTIQ A I B WZAIMNO NEZAWISIMY,

POSKOLXKU P (B jA) = P (A \ B)=P (A) = P (A)P (B)=P (A) = P (B) I, W

SILU NEZAWISIMOSTI A OT B (SM. PREDYDU]EE RAWENSTWO), P (A\B) =

P (A)P (B)): iTAK, MY PRI[LI K SLEDU@]EMU OPREDELENI@ WZAIMNOJ

NEZAWISIMOSTI SOBYTIJ.

oPREDELENIE 3.2. sOBYTIQ A I B NAZYWA@TSQ NEZAWISIMYMI,

ESLI

P (A \B) = P (A)P (B):

lEGKO PONQTX, ^TO NESOWMESTNYE SOBYTIQ ZAWISIMY. dEJSTWITELX-

NO, SPRAWEDLIWO

pREDLOVENIE 3.1. eSLI A; B { NESOWMESTNYE SOBYTIQ, PRI^EM

P (A) > 0 I P (B) > 0; TO P (A \ B) 6= P (A)P (B) (SOBYTIQ A I B

ZAWISIMY).

dOK A Z A T E L X ST WO. dLQ NESOWMESTNYH SOBYTIJ WEROQTNOSTX IH

ODNOWREMENNOGO POQWLENIQ P (A \ B) = P () = 0; I, W TO VE WRE-

MQ, W SILU NENULEWOJ WEROQTNOSTI POQWLENIQ KAVDOGO IZ SOBYTIJ,

P (A)P (B) 6= 0:

pRIWEDEM PRIMER NEZAWISIMYH SOBYTIJ.

pRIM E R 3.1. oBRATIMSQ K \KSPERIMENTU S DWUKRATNYM PODBRA-

SYWANIEM PRAWILXNOJ MONETY (SM. PRIMER 1.2), W KOTOROM PROSTRAN-

STWO \LEMENTARNYH ISHODOW 
 = fgg ;gr ;rg ;rrg NADELQETSQ RAW-

NOMERNYM RASPREDELENIEM WEROQTNOSTEJ: p(!) = 1=4 PRI L@BOM ! 2


: pOKAVEM, ^TO WYPADENIE GERBA PRI WTOROM PODBRASYWANII NE ZAWI-

SIT OT TOGO, ^TO GERB WYPAL PRI PERWOM BROSANII MONETY. rASSMOT-

RIM DWA SOBYTIQ: A = fgg ;grg { PRI PERWOM BROSANII POQWLQETSQ
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GERB I B = fgg ;rgg { WTOROE ISPYTANIE MONETY ZAKON^ILOSX WYPA-

DENIEM GERBA, I POKAVEM, ^TO \TI SOBYTIQ NEZAWISIMY. dEJSTWITELX-

NO, P (A) = 1=2; P (B) = 1=2; P (A \B) = P (gg ) = 1=4 = P (A)P (B):

rASPROSTRANIM TEPERX PONQTIE NEZAWISIMOSTI NA SOWOKUPNOSTI SO-

BYTIJ.

oPREDELENIE 3.3. sOBYTIQ SEMEJSTWA C = fAi; i 2 Ig NAZYWA@TSQ

NEZAWISIMYMI W SOWOKUPNOSTI ILI SOWMESTNO NEZAWISIMYMI, ESLI

P

0
@ k\
j=1

Aij

1
A =

kY
j=1

P

�
Aij

�
;

KAKOW BY NI BYL KONE^NYJ NABOR SOBYTIJ Ai1; : : : ; Aik; k � 2; IZ SOWO-

KUPNOSTI C:

pOKAVEM, ^TO POPARNAQ NEZAWISIMOSTX SOBYTIJ: P (Ai \Aj) =

P (Ai)P (Aj); ESLI i 6= j; NE WLE^ET, WOOB]E GOWORQ, SOWMESTNU@ NEZAWI-

SIMOSTX SOBYTIJ A
1
; : : : ; An:

pRIM E R 3.2 (pIRAMIDKA bERN[TEJNA). pRAWILXNAQ ^ETYREHGRA-

NNAQ PIRAMIDA, KOTORAQ PRI BROSANII S ODINAKOWOJ WEROQTNOSTX@,

RAWNOJ 1/4, PADAET NA L@BU@ IZ ^ETYREH GRANEJ, RASKRA[IWAETSQ W

TRI CWETA. oDNA GRANX POKRYWAETSQ KRASNYM CWETOM (\LEMENTARNYJ

ISHOD !1=K), DRUGAQ { ZELENYM (!2=Z), TRETXQ { SINIM (!3=S), A ^ET-

WERTAQ (!
4
=M) DELITSQ NA TRI ^ASTI, KAVDAQ IZ KOTORYH ZAKRA[IWA-

ETSQ SWOIM CWETOM { KRASNYM, ZELENYM I SINIM.

rASSMOTRIM TRI SOBYTIQ: A = fK ;Mg { PIRAMIDA UPALA GRANX@,

SODERVA]EJ KRASNYJ CWET; B = fZ;Mg { ZELENYJ CWET; C = fS;Mg {

SINIJ CWET. kAVDOE IZ \TIH SOBYTIJ SODERVIT PO DWA RAWNOWEROQT-

NYH ISHODA, PO\TOMU P (A) = P (B) = P (C) = 1=2: eSLI \TI SOBYTIQ

NEZAWISIMY, TO, SOGLASNO OPREDELENI@ 3.3, DOLVNO WYPOLNQTXSQ RA-

WENSTWO P (A \B \ C) = P (A)P (B)P (C) = 1=8: oDNAKO W NA[EM SLU-

^AE ODNOWREMENNOE OSU]ESTWLENIE WSEH TREH SOBYTIJ WOZMOVNO LI[X

PRI POQWLENII EDINSTWENNOGO \LEMENTARNOGO ISHODA !
4
= M; TAK ^TO

P (A\B \C) = p(M) = 1=4 6= 1=8: iTAK, SOBYTIQ A; B I C ZAWISIMY.

w TO VE WREMQ SOBYTIQ A; B I C POPARNO ZAWISIMY. dEJSTWITELX-

NO, P (A \B) = p(M) = 1=4 = P (A)P (B); I TO^NO TAKIE VE RAWENSTWA

SPRAWEDLIWY DLQ OSTALXNYH PAR SOBYTIJ.
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rASPROSTRANIM TEPERX PONQTIE NEZAWISIMOSTI NA KLASSY SOBYTIJ.

fIKSIRUEM NEKOTOROE WEROQTNOSTNOE PROSTRANSTWO (
; A; P ) I WWEDEM

oPREDELENIE 3.4. bULEWY PODALGEBRY (ILI �-PODALGEBRY) A
1
; : : :

: : : ;An BULEWOJ �-ALGEBRY A NAZYWA@TSQ NEZAWISIMYMI W SOWOKUPNOS-

TI, ESLI DLQ L@BOGO NABORA SOBYTIJ A
1
; : : : ; An IZ SOOTWETSTWU@]IH

ALGEBR WYPOLNQETSQ RAWENSTWO

P

0
@ n\

1

Ai

1
A =

nY
1

P (Ai): (1)

zAMETIM, ^TO W SLU^AE BULEWYH PODALGEBR FORMULA (1), OPREDELQ-

@]AQ IH NEZAWISIMOSTX, SODERVIT SOBYTIQ, WZQTYE ODNOWREMENNO IZ

WSEH ALGEBR, { NE RASSMATRIWA@TSQ WSEWOZMOVNYE RAZLI^NYE NABO-

RY PODALGEBR. tAKIE NABORY W (1) POLU^A@TSQ AWTOMATI^ESKI, ESLI

NEKOTORYE IZ Ai = 
, A DOSTOWERNOE SOBYTIE 
 PRINADLEVIT WSEM

PODALGEBRAM �-ALGEBRY A:

pRIM E R 3.3 (NEZAWISIMYH BULEWYH PODALGEBR). oPREDELENIE NE-

ZAWISIMOSTI BULEWYH ALGEBR POZWOLQET DATX STROGOE MATEMATI^ESKOE

OBOSNOWANIE NEZAWISIMOSTI REZULXTATA O^EREDNOGO ISPYTANIQ PRA-

WILXNOJ MONETY OT TOGO, KAKIMI ISHODAMI ZAKON^ILISX PREDYDU]IE

ISPYTANIQ, ILI OT TOGO, ^TO BUDET W BUDU]EM. rASSMOTRIM, KAK I W

PRIMERE 1.5, STATISTI^ESKIJ \KSPERIMENT, W KOTOROM REGISTRIRU@T-

SQ REZULXTATY n ISPYTANIJ PRAWILXNOJ MONETY. pUSTX A { BULEWA

ALGEBRA WSEWOZMOVNYH PODMNOVESTW PROSTRANSTWA 
 \LEMENTARNYH

ISHODOW \TOGO \KSPERIMENTA, ^ISLO KOTORYH RAWNO 2n: w SOOTWETSTWII

S WEROQTNOSTNOJ MODELX@, OBOSNOWANIE KOTOROJ BYLO DANO W x1, RAS-

PREDELENIE WEROQTNOSTEJ fP (A); A 2 Ag NA BULEWOJ ALGEBRE A OPRE-

DELQETSQ SLEDU@]IM OBRAZOM: P (A) RAWNA ^ISLU \LEMENTARNYH IS-

HODOW, SODERVA]IHSQ W SOBYTII A; PODELENNOE NA 2n: rASSMOTRIM n

PODALGEBR A
1
; : : : ;An BULEWOJ ALGEBRY A; GDE Ai POROVDAETSQ PROTIWO-

POLOVNYMI SOBYTIQMI Ai { PRI i-OM ISPYTANII WYPAL GERB I A
c
i {

WYPALA RE[KA, TO ESTX Ai = fAi; A
c
i ;
; g; i = 1; : : : ; n: pOKAVEM, ^TO

\TI PODALGEBRY NEZAWISIMY W SOWOKUPNOSTI.

pUSTX B
1
; : : : ; Bn { NEKOTORYJ NABOR \LEMENTOW (SOBYTIJ) IZ SOOT-
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WETSTWU@]IH PODALGEBR. tREBUETSQ POKAZATX, ^TO

P

0
@ n\

1

Bi

1
A =

nY
1

P (Bi): (2)

kAVDOE IZ SOBYTIJ Ai ILI A
c
i SOSTOIT IZ 2n�1 ISHODOW, PO\TOMU

P (Bi) = 1=2; ESLI Bi = Ai ILI A
c
i ; P (Bi) = 1; ESLI Bi = 
; I

P (Bi) = 0; ESLI Bi = : tAKIM OBRAZOM, (2) WYPOLNQETSQ TRIWIALX-

NYM OBRAZOM, ESLI HOTQ BY ODNO IZ Bi = ; DOSTOWERNYE SOBYTIQ

Bi = 
 PRI DOKAZATELXSTWE (2) MOVNO PROSTO IGNORIROWATX, TAK ^TO

OSTALOSX UBEDITXSQ W SPRAWEDLIWOSTI (2), KOGDA WSE Bi RAWNY Ai ILI

A
c
i ; i = 1; : : : ; n: nO W TAKOM SLU^AE

Tn
1
Bi SOWPADAET S ODNIM IZ \LE-

MENTARNYH ISHODOW, WEROQTNOSTX KOTOROGO RAWNA 2�n (ZNA^ENIE PRAWOJ

^ASTI (2)), I TO VE ZNA^ENIE PRINIMAET LEWAQ ^ASTX (2), POSKOLXKU WSE

P (Bi) = 1=2; i = 1; : : : ; n:

rASSMOTRENNYJ PRIMER UKAZYWAET NAM PUTX K POSTROENI@ WERO-

QTNOSTNOJ MODELI STATISTI^ESKOGO \KSPERIMENTA S NEZAWISIMYMI IS-

PYTANIQMI , ,GNUTOJ" MONETY, DLQ KOTOROJ WEROQTNOSTX WYPADENIQ

GERBA OTLI^NA OT 1/2. eSTESTWENNO, TAKOGO RODA ISPYTANIQ OSU]EST-

WLQ@TSQ W PRAKTI^ESKOJ I NAU^NOJ DEQTELXNOSTI NE TOLXKO S GNUTOJ

MONETOJ { ISPYTANIQ S BINARNYMI ISHODAMI IME@T MESTO PRI KONT-

ROLE KA^ESTWA (IZDELIQ MOGUT BYTX KONDICIONNYMI I DEFEKTNYMI),

\PIDEMIOLOGI^ESKIH ISSLEDOWANIQH (WYBRANNAQ OSOBX IZ POPULQCII

INFICIROWANA ILI NET) I T.P. oB]AQ TEORIQ \KSPERIMENTOW S BINAR-

NYMI ISHODAMI BYLA RAZRABOTANA W XVII WEKE i.bERNULLI I PO\TOMU

NAZWANA EGO IMENEM.

sHEMA ISPYTANIJ bERNULLI. |KSPERIMENT SOSTOIT W NABL@DE-

NII n(� 1) ODNOTIPNYH OB_EKTOW, KAVDYJ IZ KOTORYH S ODINAKOWOJ

WEROQTNOSTX@ p MOVET OBLADATX OPREDELENNYM PRIZNAKOM ILI NET.

eSLI i-YJ OB_EKT OBLADAET UKAZANNYM PRIZNAKOM, TO GOWORQT, ^TO i-

OE ISPYTANIE ZAWER[ILOSX USPEHOM, I W VURNALE NABL@DENIJ PROTIW

i-GO OB_EKTA STAWITSQ CIFRA 1; OTSUTSTWIE PRIZNAKA (NEUDA^A) OTME-

^AETSQ CIFROJ 0, i = 1; : : : ; n:tAKIM OBRAZOM, REZULXTAT \KSPERIMENTA

MOVNO PREDSTAWITX W WIDE POSLEDOWATELXNOSTI x
1
; : : : ; xn NABL@DENIJ

SLU^AJNYH INDIKATOROW X
1
; : : : ;Xn { SLU^AJNYH WELI^IN, PRINIMA-

@]IH ZNA^ENIE 1 S WEROQTNOSTX@ p I 0 S WEROQTNOSTX@ 1� p: w \TIH

OBOZNA^ENIQH WEROQTNOSTX TOGO, ^TO PRI i-OM ISPYTANII Xi PRINQLO
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ZNA^ENIE xi (RAWNOE 0 ILI 1), MOVNO PREDSTAWITX FORMULOJ

P (Xi = xi) = p
xi(1 � p)1�xi; i = 1; : : : ; n:

kAK I W ISPYTANIQH PRAWILXNOJ MONETY, PROSTRANSTWO 
 \LEMEN-

TARNYH ISHODOW RASSMATRIWAEMOGO \KSPERIMENTA SOSTOIT I 2n \LEMEN-

TOW WIDA x
1
; : : : ; xn: pUSTX A { BULEWA ALGEBRA WSEWOZMOVNYH PODMNO-

VESTW 
 I A
1
; : : : ;An { PODALGEBRY A; PRI^EM Ai POROVDAETSQ SOBYTI-

EM Xi = xi(=0 ILI 1), i = 1; : : : ; n: eSLI NAM a priori IZWESTNO, ^TO KAK

NABL@DAEMYE OB_EKTY, TAK I REZULXTATY NABL@DENIJ NAD NIMI, NE

OKAZYWA@T WLIQNIQ DRUG NA DRUGA, TO ESTESTWENNO FORMALIZOWATX \TU

APRIORNU@ INFORMACI@ W WIDE UTWERVDENIQ: \PODALGEBRY A
1
; : : : ;An

NEZAWISIMY W SOWOKUPNOSTI". w TAKOM SLU^AE WEROQTNOSTX KAVDOGO

\LEMENTARNOGO ISHODA x
1
; : : : ; xn SOWPADAET S WEROQTNOSTX@ ODNOWRE-

MENNOGO OSU]ESTWLENIQ n NEZAWISIMYH SOBYTIJ Xi = xi; i = 1; : : : ; n

I, SLEDOWATELXNO,

P (X
1
= x

1
; : : : ;Xn = xn) =

nY
i=1

P (Xi = xi) = p

Xn

1
xi(1� p)n�

Xn

1
xi
:

pOLU^ENNOE RASPREDELENIE WEROQTNOSTEJ NA PROSTRANSTWE \LEMEN-

TARNYH ISHODOW 
 OBLADAET ODNOJ INTERESNOJ OSOBENNOSTX@: Cm
n IS-

HODOW, SODERVA]IH ODNO I TO VE KOLI^ESTWO m =
Xn

1
xi USPE[NYH

ISPYTANIJ, OBLADA@T ODINAKOWOJ WEROQTNOSTX@ IH POQWLENIQ, RAW-

NOJ pm(1 � p)n�m: rASSMOTRIM W SWQZI S \TIM SLU^AJNU@ WELI^INU

X =
nX
1

Xi;

REZULXTAT NABL@DENIQ KOTOROJ m TRAKTUETSQ KAK ^ISLO USPE[NYH

ISPYTANIJ W \KSPERIMENTE. nA PROSTRANSTWE ZNA^ENIJ m = 0; 1; : : : ; n

\TOJ SLU^AJNOJ WELI^INY POLU^AEM RASPREDELENIE WEROQTNOSTEJ, KO-

TOROE NAZYWAETSQ BINOMIALXNYM RASPREDELENIEM

P (X = m j p; n) = C
m
n p

m(1 � p)n�m:

oTMETIM, ^TO BINOMIALXNOE RASPREDELENIE SLUVIT APPROKSIMACI-

EJ GIPERGEOMETRI^ESKOGO RASPREDELENIQ PRI BOLX[IH ZNA^ENIQH N I

M (SM. ZADA^U 3 I FORMULU 2 W x1). iMEET MESTO

pREDLOVENIE 3.2. eSLI W GIPERGEOMETRI^ESKOM RASPREDELENII

P (X = m jN;M;n) PARAMETRY N !1; M !1 I PRI \TOM M=N !
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p; TO DLQ WSEH FIKSIROWANNYH n I m

P (X = m jN;M;n) ! P (X = m j p; n) = C
m
n p

m(1� p)n�m:

dOK A Z A T E L X ST WO LEGKO POLU^ITX, ISPOLXZUQ SLEDU@]IE \LE-

MENTARNYE PREOBRAZOWANIQ GIPERGEOMETRI^ESKOJ WEROQTNOSTI:

P (X = m jN;M;n) =
C
m
MC

n�m
N�M

C
n
N

=

M !

m!(M �m)!
�

(N �M )!

(n �m)!(N �M � (n �m))!
�
n!(N �M )!

N !
=

n!

m!(n�m)!
� [(M �m + 1) � � � (M � 1)M ]�

[(N �M � (n�m) + 1) � � � (N �M + 1)(N �M )]

(N � n+ 1) � � � (N � 1)N
=

C
m
n

" 
M

N

�
m� 1

N

!
� � �

 
M

N

�
1

N

!
M

N

#
�

" 
1�

M

N

�
n�m � 1

N

!
� � �

 
1�

M

N

�
1

N

!  
1 �

M

N

!#
�

" 
1 �

n� 1

N

!
� � �

 
1 �

1

N

!
� 1

#
�1

:

lEKCIQ 5

sLEDU@]IE DWE FORMULY USLOWNOJ WEROQTNOSTI IGRA@T WAVNU@

ROLX PRI RE[ENII MNOGIH PRAKTI^ESKIH ZADA^. oBE FORMULY SWQZANY

S TAK NAZYWAEMOJ POLNOJ GRUPPOJ SOBYTIJ fB
1
; : : : ; Bng; KOTORYE NE-

SOWMESTNY (Bi \Bi = ; i 6= j) I W OB_EDINENII DA@T WSE PROSTRANSTWO

\LEMENTARNYH ISHODOW 
: gOWORQT, ^TO \TA GRUPPA SOBYTIJ OPREDELQ-

ET RAZBIENIE 
; TAK KAK 
 =
Xn

1
Bi:

pREDLOVENIE 3.3 (fORMULA POLNOJ WEROQTNOSTI). dLQ L@-

BOGO SOBYTIQ A I POLNOJ GRUPPY SOBYTIJ fB
1
; : : : ; Bng SPRAWEDLIWA

FORMULA

P (A) =
nX
i=1

P (A jBi)P (Bi):
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dOK A Z A T E L X ST WO NEMEDLENNO SLEDUET IZ SLEDU@]EJ CEPO^KI

RAWENSTW, W KOTOROJ NA POSLEDNEM \TAPE ISPOLXZUETSQ FORMULA USLOW-

NOJ WEROQTNOSTI:

P (A) = P (A \ 
) = P (A \
nX
1

Bi) =

P (
nX
1

A \Bi) =
nX
1

P (A \Bi) =
nX
1

P (AjBi)P (Bi):

pREDLOVENIE 3.4 (fORMULA bAJESA). dLQ L@BOGO SOBYTIQ A

I POLNOJ GRUPPY SOBYTIJ fB
1
; : : : ; Bng SPRAWEDLIWA FORMULA

P (Bk jA) =
P (A jBk)P (Bk)Xn

i=1
P (A jBi)P (Bi)

:

dOK A Z A T E L X ST WO. w SILU FORMULY USLOWNOJ WEROQTNOSTI

P (A \Bk) = P (A jBk)P (Bk); PO\TOMU

P (Bk jA) =
P (A \Bk)

P (A)
=
P (A jBk)P (Bk)

P (A):

pODSTAWLQQ W PRAWU@ ^ASTX POSLEDNEGO RAWENSTWA WMESTO P (A) EE WY-

RAVENIE PO FORMULE POLNOJ WEROQTNOSTI, POLU^AEM ISKOMU@ FORMULU

bAJESA.

zAME ^ A N I E. wEROQTNOSTI P (B
1
); : : : ; P (Bn) ^ASTO NAZYWA@T AP-

RIORNYMI WEROQTNOSTQMI GRUPPY SOBYTIJ B
1
; : : : ; Bn; W TO WREMQ KAK

USLOWNYE WEROQTNOSTI P (B
1
jA); : : : ; P (Bn jA) { APOSTERIORNYMI, PO-

LU^ENNYMI POSLE DOPOLNITELXNOGO \KSPERIMENTA, W KOTOROM PROIZO-

[LO SOBYTIE A: w SWQZI S \TIM FORMULA bAJESA NAZYWAETSQ TAKVE

FORMULOJ OBNOWLENIQ APRIORNYH WEROQTNOSTEJ.

pRIWEDEM NESKOLXKO ZADA^, RE[AEMYH S POMO]X@ POLU^ENNYH FOR-

MUL USLOWNOJ WEROQTNOSTI.

zA D A ^ A 3.1. iZ URNY, SODERVA]EJ 3 BELYH I 2 ^ERNYH [ARA,

NAUGAD WYNIMA@T 2 [ARA I PEREKLADYWA@T W DRUGU@ URNU, SODERVA-

]U@ 4 BELYH I 4 ^ERNYH [ARA. kAKOWA WEROQTNOSTX IMETX BELYJ [AR
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PRI SLU^AJNOM WYBORE ODNOGO [ARA IZ WTOROJ URNY POSLE PEREKLADY-

WANIQ?

|TA ZADA^A RE[AETSQ OBY^NO S POMO]X@ FORMULY POLNOJ WEROQT-

NOSTI.pUSTXA { SOBYTIE, OZNA^A@]EE OTBOR BELOGO [ARA. oPREDELIM

POLNU@ GRUPPU SOBYTIJ W SOOTWETSTWII S WOZMOVNYMI REZULXTATAMI

PEREKLADYWANIQ: B
1
= fb ;bg; B

2
= fb ;~g + f~ ;bg; B

3
= f~ ;~g:

zDESX PERWAQ BUKWA W FIGURNYH SKOBKAH UKAZYWAET CWET [ARA (b

{ BELYJ, ~ { ^ERNYJ), KOTORYJ BYL WYNUT IZ PERWOJ URNY PER-

WYM, A WTORAQ BUKWA { CWET WTOROGO [ARA. tERMIN \NAUGAD" OZNA-

^AET, ^TO WEROQTNOSTX WYNUTX [AR OPREDELENNOGO CWETA RAWNA OT-

NO[ENI@ ^ISLA [AROW \TOGO CWETA K OB]EMU ^ISLU [AROW W UR-

NE. w TAKOM SLU^AE, W SOOTWETSTWII S FORMULOJ USLOWNOJ WEROQT-

NOSTI, P (B1) = P (b \ b) = P (WTOROJ [AR BELYJ j PERWYJ [AR

BELYJ)�P (PERWYJ [AR BELYJ)=(3=5) � (2=4) = 3=10: aNALOGI^NO,

P (B
2
) = (3=5)�(2=4)+(2=5)�(3=4) = 6=10 I P (B

3
) = (2=5)�(1=4) = 1=10:

uSLOWNYE WEROQTNOSTI SOBYTIQ A WY^ISLQ@TSQ W SOOTWETSTWII S ^IS-

LOM BELYH [AROW WO WTOROJ URNE POSLE DOBAWLENIQ W NEE DWUH [AROW

IZ PERWOJ URNY: P (A jB
1
) = 6=10; P (A jB

2
) = 5=10; P (A jB

3
) = 4=10:

fORMULA POLNOJ WEROQTNOSTI DAET

P (A) =
6

10
�
3

10
+

5

10
�
6

10
+

4

10
�
1

10
=

13

25
: (1)

zAME ^ A N I E K Z A D A ^ E 3.1. sLEDUET OBRATITX OSOBOE WNIMANIE

NA PROSTRANSTWO 
 \LEMENTARNYH ISHODOW W \TOJ ZADA^E, { GLUBOKO

ZABLUVDAETSQ TOT, KTO NADELQET 
 WSEGO DWUMQ \LEMENTAMI b I ~.

nA[ \KSPERIMENT SOSTOQL NE TOLXKO W OTBORE [ARA IZ WTOROJ URNY {

PERED \TIM PROIZWODILSQ SLU^AJNYJ OTBOR DWUH [AROW IZ PERWOJ UR-

NY, I REZULXTAT \TOGO OTBORA WLIQL NA USLOWNU@ WEROQTNOSTX WYBORA

BELOGO [ARA. pROSTRANSTWO 
 W DEJSTWITELXNOSTI SOSTOIT IZ WOSXMI

\LEMENTOW

bb.b b~.b ~b.b ~~.b

bb.~ b~.~ ~b.~ ~~.~
(3)

zDESX PERWYE DWE BUKWY DO TO^KI UKAZYWA@T CWET [AROW, WYNUTYH IZ

PERWOJ URNY, A BUKWA POSLE TO^KI { CWET [ARA, WYNUTOGO IZ WTOROJ

URNY POSLE PEREKLADYWANIQ. wY^ISLENIQ, PROWODIMYE W (3), PRED-

STAWLQ@T SOBOJ SUMMIROWANIE WEROQTNOSTEJ \LEMENTARNYH ISHODOW,

UKAZANNYH W PERWOJ STROKE TABLICY.
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sLEDU@]AQ ZADA^A UDIWITELXNO TO^NO ILL@STRIRUET NEDORAZUME-

NIQ, KOTORYE MOGUT WOZNIKNUTX IZ-ZA NEPRAWILXNOJ SPECIFIKACII

PROSTRANSTWA \LEMENTARNYH ISHODOW.

zA D A ^ A 3.2. |KSPERIMENTATOR RASPOLAGAET DWUMQ PARAMI [AROW

ODINAKOWOGO CWETOWOGO SOSTAWA b~ I b~. iZ KAVDOJ PARY NAUGAD

WYBIRAETSQ PO ODNOMU [ARU I BROSAETSQ W URNU, GDE LEVIT BELYJ [AR.

iZ TREH [AROW W URNE NAUGAD OTBIRAETSQ ODIN. kAKOWA WEROQTNOSTX,

^TO WYNUT BELYJ [AR?

mY SNOWA NAHODIMSQ W SITUACII, SWQZANNOJ S PRIMENENIEM FOR-

MULY POLNOJ WEROQTNOSTI, GDE POLNAQ GRUPPA SOBYTIJ SOOTNOSIT-

SQ S WOZMOVNYM SOSTAWOM URNY: B
1
=bbb (W URNE 3 BELYH [ARA),

B
2
=bb~+b~b (W URNE 2 BELYH) I B

3
=b~~ (W URNE 1 BELYJ). pO-

SKOLXKU WEROQTNOSTX WYBORA [ARA OPREDELENNOGO CWETA IZ KAVDOJ

PARY RAWNA 1/2 I WYBOR W KAVDOJ PARE OSU]ESTWLQETSQ NEZAWISIMO

OT REZULXTATA WYBORA W DRUGOJ, TO WEROQTNOSTI SOBYTIJ IZ POLNOJ

GRUPPY WY^ISLQ@TSQ O^ENX PROSTO: P (B
1
) = P (B

3
) = (1=2) � (1=2) =

1=4; P (B
2
) = (1=2) � (1=2) + (1=2) � (1=2) = 1=2: uSLOWNYE WEROQTNOSTI

OTBORA BELOGO [ARA PRI KAVDOM FIKSIROWANNOM SOSTAWE URNY RAW-

NY P (A jB
1
) = 1; P (A jB

2
) = 2=3; P (A jB

3
) = 1=3: tEPERX, ISPOLXZUQ

FORMULU POLNOJ WEROQTNOSTI, NAHODIM P (A) = 1�(1=4)+(2=3)�(1=2)+

(1=3) � (1=4) = 2=3: eSLI IGNORIROWATX PROCESS SLU^AJNOGO FORMIRO-

WANIQ SOSTAWA URNY I S^ITATX, ^TO MY IMEEM DELO S DWUHTO^E^NYM

PROSTRANSTWOM \LEMENTARNYH ISHODOW 
 = fb ;~g, TO PRIHODIM K PA-

RADOKSALXNOMU WYWODU: SOSTAW URNY WSEGDA ODIN I TOT VE { DWA BELYH

I ODIN ^ERNYJ!

nETRUDNO PONQTX, ^TO W \TOJ ZADA^E PROSTRANSTWO \LEMENTARNYH

ISHODOW TO VE, ^TO I W PREDYDU]EJ ZADA^E 3.1 (DOPOLNITELXNYJ BE-

LYJ [AR FIKSIROWAN I EGO MOVNO NE U^ITYWATX PRI OPREDELENII 
),

I NA[I WY^ISLENIQ P (A) SOSTOQT W SUMMIROWANII WEROQTNOSTEJ \LE-

MENTARNYH ISHODOW PERWOJ STROKI W TABLICE, PREDSTAWLQ@]EJ PRO-

STRANSTWO 
.

zA D A ^ A 3.3 sTATISTI^ESKIJ KONTROLX KA^ESTWA. fORMULA

bAJESA IGRAET BOLX[U@ ROLX W PLANIROWANII PROCEDUR GARANTIJNOGO

KONTROLQ KA^ESTWA WYPUSKAEMOJ PRODUKCII. pROIZWODITELX PRODUKTA

DOLVEN WYPOLNQTX OPREDELENNYE DOGOWORNYE OBQZATELXSTWA PERED PO-

TREBITELEM, KOTORYE, TAK ILI INA^E, SWODQTSQ K OGRANI^ENIQM NA DO-
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L@ NEKONDICIONNOJ PRODUKCII, POSTAWLQEMOJ POTREBITEL@, ILI, ^TO

TO VE, DOLQ KONDICIONNOJ PRODUKCII DOLVNA BYTX DOSTATO^NO WYSO-

KOJ. oBESPE^ENIE \TIH OGRANI^ENIJ DOSTIGAETSQ S POMO]X@ KONTRO-

LQ (KAK PRAWILO, WYBORO^NOGO) PROIZWODIMOJ PRODUKCII. pUSTX Qin

{DOLQ KONDICIONNOJ PRODUKCII SREDI IZGOTAWLIWAEMOJ PREDPRIQTI-

EM. oBY^NO \TA DOLQ NAZYWAETSQ WHODNYM UROWNEM KA^ESTWA, I NEOB-

HODIMOSTX KONTROLQ PRODUKCII OBUSLAWLIWAETSQ NEWYSOKIM ZNA^ENI-

EM Qin, KOTOROE NE UDOWLETWORQET POTREBITELQ. eSLI KONTROLX PRO-

DUKCII PROIZWODITSQ NA OSNOWE OBSLEDOWANIQ TOLXKO EE ^ASTI (TAK

NAZYWAEMYJ WYBORO^NYJ ILI STATISTI^ESKIJ KONTROLX KA^ESTWA),

TO WOZNIKAET WEROQTNOSTX PRINQTIQ O[IBO^NOGO RE[ENIQ O KA^ESTWE

KONTROLIRUEMOGO PRODUKTA: S NEKOTOROJ WEROQTNOSTX@ � PROCEDURA

KONTROLQ MOVET PROPUSTITX NEKONDICIONNYJ PRODUKT ILI, NAOBOROT,

S WEROQTNOSTX@ � OTKLONITX KONDICIONNYJ. wEROQTNOSTX � NAZYWA-

ETSQ RISKOM POTREBITELQ, A WEROQTNOSTX � { RISKOM IZGOTOWITELQ.

sU]ESTWU@T METODY RAS^ETA \TIH RISKOW NA OSNOWE WEROQTNOSTNOJ

MODELI STATISTI^ESKOGO KONTROLQ, S KOTORYMI MY POZNAKOMIMSQ W

KURSE MATEMATI^ESKOJ STATISTIKI. zNAQ ZNA^ENIQ Qin; � I �, MOVNO,

ISPOLXZUQ FORMULU bAJESA, WY^ISLITX WYHODNOJ UROWENX KA^ESTWA

Qout { DOL@ KONDICIONNOJ PRODUKCII, SREDI OTSYLAEMOJ POTREBITE-

L@ POSLE KONTROLQ.

pUSTX B
1
{ SOBYTIE, SOSTOQ]EE W TOM, ^TO POSTUPIW[IJ NA KONT-

ROLX PRODUKT KONDICIONEN, A B
2
= B

c
1
{ PRODUKT , ,PLOHOJ". w NA[IH

OBOZNA^ENIQH P (B
1
) = Qin: pUSTX, DALEE, A { UTWERVDENIE O KONDI-

CIONNOSTI PRODUKTA POSLE EGO KONTROLQ. tOGDA Qout = P (B
1
jA) {

WEROQTNOSTX KONDICIONNOSTI PRODUKTA PRI USLOWII, ^TO ON PRO[EL

KONTROLX. nAKONEC, P (A jB
1
) = 1 � � I P (A jB

2
) = �: pO FORMULE

bAJESA

Qout = P (B
1
jA) =

P (A jB
1
)P (B

1
)

P (A jB
1
)P (B

1
) + P (A jB

2
)P (B

2
)
=

(1 � �)Qin

(1 � �)Qin + �(1�Qin)
:

pROILL@STRIRUEM RAS^ETY, PROIZWODIMYE PO \TOJ FORMULE, NA OS-

NOWE KONKRETNYH ^ISLOWYH DANNYH. pUSTX PREDPRIQTIE RABOTAET IZ

RUK WON PLOHO: Qin = 0:1 (90% WYPUSKAEMOJ PRODUKCII NE UDOWLE-

TWORQET NORMAM KA^ESTWA), NO NA PREDPRIQTII SU]ESTWUET DOWOLXNO
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VESTKIJ KONTROLX, W KOTOROM RISK POTREBITELQ � = 0:01; A RISK IZ-

GOTOWITELQ � = 0:1: tOGDA WYHODNOJ UROWENX KA^ESTWA

Qout =
0:9 � 0:1

0:9 � 0:1 + 0:01 � 0:9
=

10

11
� 0:91;

I \TO SOWSEM NEPLOHO PO SRAWNENI@ S TEM, ^TO BYLO DO KONTROLQ.
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