
x15. sLU^AJNYE PROCESSY
lEKCIQ 23

dO SIH POR MY IZU^ALI RASPREDELENIE KONE^NOGO ^ISLA SLU^AJNYH

WELI^IN X1(!); : : : ;Xn(!); ZADANNYH NA EDINOM WEROQTNOSTNOM PRO-
STRANSTWE (
; A; P ); I WYWOD IH SOWMESTNOGO RASPREDELENIQ SWODILSQ,
PO SU]ESTWU, K POSTROENI@ RASPREDELENIQ WEROQTNOSTEJ NA PROIZWE-
DENIE IZMERIMYH PROSTRANSTW ZNA^ENIJ \TIH WELI^IN (PROIZWEDENII
BORELEWSKIH PRQMYH). tEPERX MY PRISTUPAEM K IZU^ENI@ RASPREDE-
LENIJ NA BESKONE^NOM (WOZMOVNO NES^ETNOM) PROIZWEDENII IZMERI-
MYH PROSTRANSTW. dOPUSTIM, ^TO NA PROSTRANSTWE \LEMENTARNYH IS-
HODOW 
 ZADANO SEMEJSTWO SLU^AJNYH WELI^IN fXt; t 2 Tg; Xt =
Xt(!); INDEKSIROWANNYH PARAMETROM t; KOTORYJ PROBEGAET MNOVES-
TWO ZNA^ENIJ T (NAPRIMER, WEKTORNAQ SLU^AJNAQ WKLI^INA IMEET

T = f1; : : : ; ng): pUSTX (Xt; Bt); t 2 T { IZMERIMYE PROSTRANSTWA ZNA-
^ENIJ Xt; SOOTWETSTWU@]IE KAVDOMU t 2 T:mY BUDEM RASSMATRIWATX

TOLXKO SLU^AJ Xt = R S BORELEWSKOJ �-ALGEBROJ Bt PODMNOVESTW R,
NO DLQ PONIMANIQ KONSTRUKCII RASPREDELENIJ NA BESKONE^NOMERNYH

PROSTRANSTWAH NAM BUDET WAVNO SOHRANITX INDEKS t W OBOZNA^ENII

PROSTRANSTW ZNA^ENIJ KAVDOGO PREDSTAWITELQ SEMEJSTWA fXt; t 2 Tg:
mY BUDEM NAZYWATX \TO SEMEJSTWO SLU^AJNYM PROCESSOM.

eSLI ZAFIKSIROWATX NEKOTORYJ \LEMENTARNYJ ISHOD !0, TO MY PO-
LU^IM FUNKCI@ x(t) = Xt(!0) NA MNOVESTWE T SO ZNA^ENIQMI PRI

KAVDOM FIKSIROWANNOM t W Xt: |TA FUNKCIQ NAZYWAETSQ TRAEKTORIEJ

ILI REALIZACIEJ PROCESSA Xt; t 2 T: w SWQZI S \TIM PONQTIEM NAM BU-
DET UDOBNEE TRAKTOWATX SLU^AJNYJ PROCESS KAK SLU^AJNU@ FUNKCI@

Xt = X(t); POMNQ PRI \TOM, ^TO WSQ , ,SLU^AJNOSTX" SOSTOIT W ZAWISI-
MOSTI X(t) OT ! 2 
; W TO WREMQ KAK TRAEKTORIQ x(t) ESTX , ,ZNA^ENIE"
SLU^AJNOGO PROCESSA X(t) PRI FIKSIROWANNOM !: pRIWEDEM NESKOLXKO

PRIMEROW SLU^AJNYH PROCESSOW I OPI[EM WID IH TRAEKTORIJ.

pRIM E R 15.1 (TO^E^NYE PROCESSY). nA TELEFONNU@ STANCI@ PO-
STUPA@T ZAQWKI NA MEVDUGORODNIE RAZGOWORY, I PRI \TOM FIKSIRUET-
SQ WREMQ POSTUPLENIQ ZAQWKI. w TAKIH PROCESSAH S POQWLENIEM OPRE-
DELENNYH SOBYTIJ W SLU^AJNYE MOMENTY WREMENI OBY^NO POLAGA-
@T x(t) RAWNOJ ^ISLU ZAQWOK, POSTUPIW[IH ZA PROMEVUTOK WREMENI
[ 0; t ]: |TI PROCESSY SLUVAT HORO[IMI MATEMATI^ESKIMI MODELQMI

PRI PROEKTIROWANII SISTEM OBSLUVIWANIQ (MODELI TEORII O^EREDEJ),
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PRI ANALIZE TRANSPORTNYH POTOKOW NA MAGISTRALQH; ONI ISPOLXZU@T-
SQ W QDERNOJ FIZIKE, METEORNOJ ASTRONOMII I T.P. mNOVESTWO T W

DANNOM SLU^AE { OTREZOK R+ WIDA [ 0; T ] S WOZMOVNYM BESKONE^NYM

ZNA^ENIEM T: pROSTRANSTWO Xt ZNA^ENIJ SLU^AJNOGO PROCESSA PRI L@-
BOM t 2 T SOWPADAET S MNOVESTWOM NEOTRICATELXNYH CELYH ^ISEL.
tRAEKTORIQ IMEET WID STUPEN^ATOJ FUNKCII, WOZRASTA@]EJ SKA^KA-
MI W SLU^AJNYE MOMENTY WREMENI, I WELI^INA KAVDOGO SKA^KA RAWNA
EDINICE.

pRIM E R 15.2 (WETWQ]IESQ PROCESSY). nABL@DAETSQ NEKOTORAQ
BIOLOGI^ESKAQ POPULQCIQ, SOSTOQ]AQ IZ OSOBEJ, SPOSOBNYH RAZMNO-
VATXSQ I GIBNUTX. tAKIE DANNYE, KAK ^ISLO POTOMKOW W OPREDELENNOM
KOLENE OTDELXNOJ OSOBI, ^ISLENNOSTX POPULQCII K FIKSIROWANNOMU

MOMENTU PREMENI t; KOLI^ESTWA POGIB[IH I NOWOROVDENNYH OSOBEJ

I T.P., SOSTAWLQ@T OSOBYJ INTERES DLQ POPULQCIONNOJ GENETIKI, I
TRUDNO PEREOCENITX ROLX WEROQTNOSTNYH MODELEJ W IZU^ENII DINA-
MIKI RAZWITIQ BIOLOGI^ESKOJ POPULQCII. aNALOGI^NYE MODELI IS-
POLXZU@TSQ W FIZIKE \LEMENTARNYH ^ASTIC, OSOBENNO PRI IZU^ENII

QDERNYH REAKCIJ. pROSTRANSTWA T I Xt TE VE, ^TO I W PERWOM PRIME-
RE, TRAEKTORII TAKVE IME@T WID STUPEN^ATYH FUNKCIJ, NO WELI^INY
SKA^KOW { PROIZWOLXNYE CELYE ^ISLA.

pRIM E R 15.3 (BROUNOWSKOE DWIVENIE W KAPILQRE). dLINNYJ TON-
KIJ KAPILQR NAPOLNQETSQ VIDKOSTX@, I W SEREDINU KAPILQRA POME]A-
ETSQ ^ASTICA, DIAMETR KOTOROJ NE NAMNOGO MENX[E DIAMETRA KAPILQ-
RA. pOD DEJSTWIEM MOLEKUL VIDKOSTI ^ASTICA SOWER[AET HAOTI^ESKIE
DWIVENIQ, I DLQ NABL@DENIQ ZA NIMI WWODITSQ SISTEMA KOORDINAT:
KAPILQR RASSMATRIWAETSQ KAK DEJSTWITELXNAQ OSX R S NULEM W SERE-
DINE KAPILQRA. w KAVDYJ MOMENT WREMENI t (NEPRERYWNO) REGISTRI-
RUETSQ RASSTOQNIE x(t) ^ASTICY OT SEREDINY KAPILQRA (ESTESTWENNO,
x(0) = 0) S U^ETOM ZNAKA (MINUS {SLEWA OT SEREDINY, PL@S { SPRAWA).
eSLI IZOBRAZITX TEPERX TRAEKTORI@ DWIVENIQ ^ASTICY NA PLOSKOSTI

W KOORDINATAH (t; x(t)); TO MY POLU^IM TO, ^TO FIZIKI NAZYWA@T TRA-
EKTORIEJ ODNOMERNOGO BROUNOWSKOGO DWIVENIQ. wEROQTNOSTNYE MODE-
LI, OPREDELQ@]IE RASPREDELENIQ TAKIH PROCESSOW, BYLI PREDLOVENY
wINEROM, |JN[TEJNOM I sMOLUHOWSKIM. w \TOM PRIMERE T { OTREZOK
WREMENNOJ OSI, Xt = R:

pRIM E R 15.4 (BROUNOWSKOE DWIVENIE NA PLOSKOSTI.) w CENTR
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K@WETA, NAPOLNENNOGO TONKIM SLOEM VIDKOSTI, POME]AETSQ ^ASTI-
CA NEKOTOROGO WE]ESTWA, KOTORAQ, KAK I W PREDYDU]EM PRIMERE SO-
WER[AET BROUNOWSKOE DWIVENIE, NO NE NA PRQMOJ R, A NA PLOSKOS-
TI R2 (CENTR K@WETA SLUVIT NA^ALOM DEKARTOWOJ SISTEMY KOORDI-
NAT (x; y)): tRAEKTORIQ BROUNOWSKOGO DWIVENIQ PREDSTAWLQET SOBOJ
NEKOTORU@ KRIWU@ NA PLOSKOSTI, OPREDELQEMU@ PARAMETRI^ESKIMI

URAWNENIQMI x = x(t); y = y(t): eSTESTWENNO, T { OTREZOK WREMENI, A
Xt = R2:

pRIM E R 15.5 (SLU^AJNOE POLE.) oT[LIFOWANNAQ POWERHNOSTX ME-
TALLA OBY^NO PODWERGAETSQ PROWERKE NA , ,[EROHOWATOSTX", DLQ ^EGO
ONA POME]AETSQ POD MIKROSKOP I ZAMERQ@TSQ NEKOTORYE HARAKTERIS-
TIKI OTKLONENIQ RAZLI^NYH TO^EK POWERHNOSTI METALLA OT PLOSKO-
GO UROWNQ. tAKAQ [EROHOWATAQ POWERHNOSTX z = z(u; v); GDE (u; v) {
FIKSIROWANNAQ SISTEMA DEKARTOWYH KOORDINAT, TRAKTUETSQ KAK REA-
LIZACIQ SLU^AJNOGO POLQ Z = Z(u; v); PROSTRANSTWO T SOOTWETSTWUET

^ASTI PLOSKOSTI R2 = fu; vg; ZANIMAEMOJ OBRABATYWAEMYM OB_EKTOM,
Xt = R: pRIMER SLU^AJNOGO POLQ, W KOTOROM KROME KOORDINAT (u; v)
PROSTRANSTWO T WKL@^AET WREMENNU@ OSX R+, { U^ASTOK POWERHNOSTI
MORQ WO WREMQ [TORMA.

zADADIMSQ WOPROSOM, KAKOGO RODA SOBYTIQ, SWQZANNYE S RASSMOT-
RENNYMI SLU^AJNYMI PROCESSAMI X(t); PREDSTAWLQ@T NAIBOLX[IJ

INTERES DLQ IH ISSLEDOWATELEJ? q BY W PERWU@ O^EREDX OBRATIL WNI-
MANIE NA SOBYTIE supt2T X(t) � x0; A TAKVE NA MOMENT WREMENI t;

PRI KOTOROM PROCESS WPERWYE DOSTIGNET UROWNQ x0: dLQ TOGO, ^TOBY
WY^ISLQTX WEROQTNOSTI TAKIH SOBYTIJ, MY DOLVNY WWESTI PONQTIE

RASPREDELENIQ WEROQTNOSTEJ NA IZMERIMOM PROSTRANSTWE TRAEKTORIJ

PROCESSA.
pROSTRANSTWO TRAEKTORIJ TRAKTUETSQ KAK PRQMOE PROIZWEDENIE

X =
Y
t2T

Xt

PROSTRANSTW ZNA^ENIJ PROCESSA W KAVDOJ TO^KE t 2 T: pODMNOVESTWA

\TOGO PROSTRANSTWA, OPREDELQEMYE OGRANI^ENIQMI WIDA

a1 < X(t1) < b1; : : : ; an < X(tn) < bn

PRI L@BOM KONE^NOM n; NAZYWA@TSQ PRQMOUGOLXNIKAMI. kONE^NYE
OB_EDINENIQ WSEWOZMOVNYH NEPERESEKA@]IHSQ PRQMOUGOLXNIKOW
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(IZMENQ@TSQ KAK ZNA^ENIQ n; TAK I NABORY TO^EK t1; : : : ; tn IZ T ) OB-
RAZU@T, O^EWIDNO, BULEWU ALGEBRU A. nAIMENX[AQ �-ALGEBRA F, SODER-
VA]AQ A; QWLQETSQ ISKOMOJ �-ALGEBROJ NA PROSTRANSTWE TRAEKTORIJ
X:

tAKIM OBRAZOM, MY IMEEM IZMERIMOE PROSTRANSTWO (X; F); �-AL-
GEBRA F KOTOROGO POROVDAETSQ POLUALGEBROJ PRQMOUGOLXNIKOW, I ES-
TESTWENNO OVIDATX, ^TO ZADANIE SOWMESTNYH FUNKCIJ RASPREDELENIQ

Ft1;:::;tn
(x1; : : : ; xn) = P (X(t1) < x1; : : : ;X(tn) < xn)

SLU^AJNYH WELI^IN X(t1); : : : ;X(tn) PRI L@BYH n = 1; 2; : : : I L@BYH
NABORAH t1; : : : ; tn ODNOZNA^NO OPREDELQ@T WEROQTNOSTX NA �-ALGEBRE
F: tO, ^TO \TO DEJSTWITELXNO TAK, USTANAWLIWAET ZNAMENITAQ TEO-
REMA a.n, kOLMOGOROWA, POLOVIW[AQ NA^ALO STROGOJ MATEMATI^ES-
KOJ TEORII SLU^AJNYH PROCESSOW. zAMETIM TOLXKO, ^TO W \TOJ TEO-
REME NAKLADYWAETSQ ESTESTWENNOE USLOWIE SOGLASOWANNOSTI FUNKCIJ

RASPREDELENIQ: MARGINALXNYE FUNKCII RASPREDELENIQ, SOOTWETSTWU-
@]IE ^ASTI Tk = ti1; : : : ; tik; k < n; NABORA INDEKSOW t1; : : : ; tn; DOLVNY

SOWPADATX S TEMI, ^TO BYLI POSTROENY DLQ NABORA Tk: wPRO^EM, \TO
USLOWIE SOBL@DAETSQ , ,AWTOMATI^ESKI," POSKOLXKU POSTROENIE FUNK-
CIJ RASPREDELENIQ PROIZWODITSQ PRI PROIZWOLXNYH ZNA^ENIQH EE AR-
GUMENTOW.
sLEDU@]IE DWA PRIMERA, IGRA@]IE WAVNU@ ROLX W PRAKTI^ESKIH

PRIMENENIQH TEORII SLU^AJNYH PROCESSOW, ILL@STRIRU@T OB]U@ ME-
TODOLOGI@ I TEHNI^ESKIE PRIEMY, ISPOLXZUEMYE PRI POSTROENII WE-
ROQTNOSTNYH MODELEJ SLU^AJNYH PROCESSOW.

pUASSONOWSKIJ PROCESS

nA WREMENNOJ OSI T = R+ W SLU^AJNYE MOMENTY WREMENI POQW-
LQ@TSQ NEKOTORYE SOBYTIQ (SM. PRIMER 15.1), I NABL@DAETSQ TRA-
EKTORIQ x(t) TO^E^NOGO SLU^AJNOGO PROCESSA X(t); REGISTRIRU@]AQ
^ISLO SOBYTIJ, POQWIW[IHSQ K MOMENTU WREMENI t: sLEDU@]IE TRI

POSTULATA WYDELQ@T PUASSONOWSKIJ PROCESS IZ KLASSA WSEWOZMOVNYH

TO^E^NYH PROCESSOW.

(P1) sTACIONARNOSTX. rASPREDELENIE ^ISLA SOBYTIJ, POQWIW[IH-
SQ WO WREMENNOM PROMEVUTKE [ t1; t2 ]; ZAWISIT TOLXKO OT DLINY t2� t1
\TOGO PROMEVUTKA, TO ESTX

P (X(t2) �X(t1) = x) = px(t2 � t1):
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(P2) nEZAWISIMOSTX PRIRA]ENIJ. dLQ L@BOGO UPORQDO^ENNOGO

NABORA MOMENTOW WREMENI 0 = t0 < t1 < : : : < tn SLU^AJNYE WELI^INY

X(tk) � X(tk�1); k = 1; : : : ; n; GDE X(t0) = X(0) = 0; NEZAWISIMY W

SOWOKUPNOSTI.
(P3) oRDINARNOSTX ILI RAZREVENNOSTX. wEROQTNOSTX px(�t) =

P (X(t + �t) � X(t) = x) TOGO, ^TO ZA PROMEVUTOK WREMENI �t PRO-
IZOJDET ROWNO x (= 0; 1; : : :) SOBYTIJ DOPUSKAET PRI �t! 0 ASIMPTO-
TI^ESKOE PREDSTAWLENIE

p0(�t) = 1���t+o(�t); p1(�t) = ��t+o(�t); px(�t) = o(�t); x � 2; :

w \TOM PREDSTAWLENII � > 0 { ^ISLOWOJ PARAMETR, NAZYWAEMYJ OBY^-
NO INTENSIWNOSTX@ PUASSONOWSKOGO POTOKA SOBYTIJ (SM. W SWQZI S

\TIM MODELX PUASSONOWSKOGO RASPREDELENIQ W x5).
iSPOLXZUQ POSTULATY (P1){(P3), POSTROIM KONE^NOMERNYE RASPRE-

DELENIQ

ft1;:::;tn(x1; : : : ; xn) = P (X(t1) = x1; : : : ;X(tn) = xn)

PUASSONOWSKOGO PROCESSA. |TI POSTROENIQ ZNA^ITELXNO OBLEG^AET

lEMMA 15.1. fUNKCIQ px(t) = P (X(t) = x); t � 0; x = 0; 1; : : : ;
ODNOZNA^NO OPREDELQET WSE KONE^NOMERNYE RASPREDELENIQ PUASSONOW-

SKOGO PROCESSA.

dOK A Z A T E L X ST WO.. sLEDU@]AQ CEPO^KA RAWENSTW, W KOTOROJ

SNA^ALA ISPOLXZUETSQ POSTULAT (P2), A POTOM { (P1), USTANAWLIWA-
ET SOOTNO[ENIE MEVDU KONE^NOMERNOJ PLOTNOSTX@ PROCESSA ft1;:::;tn I

FUNKCIEJ px(t) :

ft1;:::;tn(x1; : : : ; xn) = P (X(t1) = x1;

X(t2)�X(t1) = x2 � x1; : : : ;X(tn)�X(tn�1) = xn � xn�1) =
nY

k=1

P (X(tk) �X(tk�1) = xk � xk�1) =

nY
k=1

P (X(tk � tk�1) = xk � xk�1) =

nY
k=1

pxk�xk�1(tk � tk�1):
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wID FUNKCII px(t); A WMESTE S NIM I KONE^NOMERNYE RASPREDELENIQ
PROCESSA pUASSONA, USTANAWLIWAET

tEOREMA 15.1. eSLI SPRAWEDLIWY POSTULATY (P1){(P3), TO

px(t) = P (X(t) = x) =
(�t)xe��t

x!
; t � 0; x = 0; 1; : : : : (1)

dOK A Z A T E L X ST WO. pOKAVEM SNA^ALA, ^TO (1) WYPOLNQETSQ W

SLU^AE x = 0; DLQ ^EGO ISSLEDUEM ASIMPTOTIKU PRI �t ! 0 FUNK-
CII p0(t+�t) = P (X(t+�t) = 0):
sOBYTIE X(t + �t) = 0 \KWIWALENTNO ODNOWREMENNOMU OSU]ESTW-

LENI@ DWUH NEZAWISIMYH (W SILU POSTULATA (P2)) SOBYTIJ: X(t) = 0
I X(t+�T ) �X(t) = 0: iSPOLXZUQ POSTULATY (P1) I (P3), NAHODIM,
^TO

p0(t+�t) = P (X(t) = 0) � P (X(t+�t)�X(t) = 0) =

p0(t) � p0(�t) = p0(t)(1 � ��t+ o(�t):

eSLI POLU^ENNOE ASIMPTOTI^ESKOE PREDSTAWLENIE ZAPISATX W WIDE

p0(t+�t)� p0(t)

�t
= ��p0(t) + o(1)

I USTREMITX �t K NUL@, TO POLU^IM DIFFERENCIALXNOE URAWNENIE

dp0(t)

dt
= ��p0(t)

S O^EWIDNYM NA^ALXNYM USLOWIEM p0(0) = 1: |TO URAWNENIE S RAZ-
DELQ@]IMISQ PEREMENNYMI, RE[ENIE KOTOROGO S U^ETOM NA^ALXNYH

USLOWIJ

p0(t) = e��t;

^TO SOWPADAET S (1) PRI x = 0:
pROWEDEM ANALOGI^NYE POSTROENIQ DLQ PROIZWOLXNOGO CELOGO x �

1; DLQ ^EGO PREDSTAWIM SOBYTIEX(t+�t)�X(t) = x W WIDE OB_EDINE-
NIQ x+1 NESOWMESTNYH SOBYTIJ fX(t) = x� kgTfX(t+�t)�X(t) =
kg; k = 0; 1; : : : ; k: iSPOLXZUQ, KAK I WY[E, POSTULATY (P1){(P3), PO-
LU^AEM

px(t+�t) = P (X(t+�t) = x) =
xX

k=0

P (X(t) = x� k; X(t+�t)�X(t) = k) =
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xX
k=0

P (X(t) = x � k) � P (X(t+�t)�X(t) = k) =

xX
k=0

px�k(t) � pk(�t) = px(t)(1 � ��t) + px�1(t)��t+ o(�t):

eSLI PREDSTAWITX POLU^ENNOE SOOTNO[ENIE W WIDE

px(t+�t)� px(t)

�t
= �� (px(t)� px�1(t)) + o(1)

I USTREMITX�t K NUL@, TO POLU^IM REKURENTNU@ SISTEMU DIFFEREN-
CIALXNYH URAWNENIJ S NA^ALXNYMI USLOWIQMI:

dpx(t)

dt
= �� (px(t) � px�1(t)) ; px(0) = 0; x = 1; 2; : : :

pOSKOLXKU WY[E MY OPREDELILI p0(t) = e��t; TO DLQ p1(t) IMEEM
LINEJNOE DIFFERENCIALXNOE URAWNENIE S POSTOQNNYMI KO\FFICIEN-
TAMI

dp1(t)

dt
= ��

�
p1(t)� e��t

�
; p1(0) = 0;

RE[ENIE KOTOROGO STANDARTNYMI METODAMI DAET

p1(t) = �te��t;

^TO OPQTX SOWPADAET S (1) PRI x = 1:
dALXNEJ[EE POSTROENIE MODELI OSU]ESTWLQETSQ PO INDUKCII.

pREDPOLAGAETSQ, ^TO (1) SPRAWEDLIWO DLQ NEKOTOROGO x � 2; I RE[A-
ETSQ LINEJNOE DIFFERENCIALXNOE URAWNENIE

dpx+1(t)

dt
= ��

0
@px+1(t) �

(�t)xe��t

x!

1
A ; px+1(0) = 0:

nETRUDNO UBEDITXSQ, ^TO RE[ENIE \TOGO URAWNENIQ S U^ETOM NA^ALX-
NOGO USLOWIQ OPREDELQETSQ FORMULOJ (1) S ZAMENOJ x NA x+ 1: tAKIM
OBRAZOM, POSTROENIE WEROQTNOSTNOJ MODELI PUASSONOWSKOGO PROCESSA
ZAWER[ENO.

iNTERESNO ZAMETITX, ^TO FORMULA (1) PRI t = 1 DAET FUNKCI@

PLOTNOSTI RASPREDELENIQ pUASSONA P(�), TAK ^TO (1) MOVNO TRAKTO-
WATX KAK OBOB]ENIE TEOREMY SLOVENIQ DLQ RASPREDELENIQ pUASSONA

NA SLU^AJ , ,DROBNOGO" ^ISLA SLAGAEMYH, PO SU]ESTWU VE PROISHODIT
PROSTOE SUMMIROWANIE ^ISLA SOBYTIJ PO WSEM t EDINICAM WREMENI.
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lEKCIQ 24

iZU^IM NEKOTORYE SWOJSTWA PROCESSA pUASSONA, KOTORYE WSKRYWA-
@T INTERESNYE SWQZI RASPREDELENIQ pUASSONA P(�) S POKAZATELXNYM,
RAWNOMERNYM I GAMMA-RASPREDELENIQMI. nA^NEM S WYQSNENIQ WIDA

RASPREDELENIQ PROMEVUTKOW WREMENI MEVDU POQWLENIQMI SOBYTIJ W

PROCESSE pUASSONA.

pREDLOVENIE 15.1. sLU^AJNYE WELI^INY �1; : : : ; �n; REALIZACII

KOTORYH UKAZYWA@T PROMEVUTKI WREMENI MEVDU POQWLENIQMI SOBY-

TIJ W PROCESSE pUASSONA, NEZAWISIMY I ODINAKOWO RASPREDELENY PO

POKAZATELXNOMU ZAKONU E(��1).

dOK A Z A T E L X ST WO.tREBUETSQ POKAZATX, ^TO SOWMESTNAQ FUNKCIQ
�1; : : : ; �n

fn(t1; : : : ; tn) = �n exp

8<
:��

nX
1

tk

9=
; ; (2)

W OBLASTI t[ 1 ] = minft1; : : : ; tng > 0:
wYBEREM �t < t[ 1 ] I PODS^ITAEM WEROQTNOSTX TOGO, ^TO W KAVDOM

IZ PROMEVUTKOW [Tk; Tk +�t); GDE Tk = t1 + : : :+ tk; k = 1; : : : ; n; PRO-
IZO[LO TOLXKO PO ODNOMU SOBYTI@, W TO WREMQ KAK W PROMEVUTKAH
[ 0; t1) I [Tk + �t; Tk+1); k = 1; : : : ; n � 1; SOBYTIJ NE BYLO. o^EWID-
NO, PRI �t ! 0 ASIMPTOTIKA \TOJ WEROQTNOSTI DOLVNA IMETX WID

fn(t1; : : : ; tn)(�t)
n; I \TO OBSTOQTELXSTWO POZWOLIT NAM POLU^ITX IS-

KOMU@ FUNKCI@ PLOTNOSTI fn:

w SILU POSTULATA (P2) NEZAWISIMOSTI PRIRA]ENIJ WSE IZ RASSMAT-
RIWAEMYH 2n SOBYTIJ O POQWLENII PO ODNOMU ILI POLNOMU OTSUT-
STWI@ INCIDENTOW W UKAZANNYH WREMENNYH PROMEVUTKAH QWLQ@TSQ

NEZAWISIMYMI; WEROQTNOSTX POQWLENIQ ROWNO ODNOGO SOBYTIQ W KAV-
DOM IZ PROMEVUTKOW [Tk; Tk + �t); k = 1; : : : ; n; RAWNA (POSTULAT
(P1)) p1(�t); A WEROQTNOSTI OTSUTSTWIQ SOBYTIJ W PROMEVUTKAH [ 0; t1)
I [Tk + �t; Tk+1) RAWNY SOOTWETSTWENNO p0(t1) I p0(tk+1 � �t); k =
1; : : : ; n� 1: tAKIM OBRAZOM, WEROQTNOSTX SOWMESTNOGO OSU]ESTWLENIQ
WSEH 2n SOBYTIJ W TERMINAH FUNKCII px(t) RAWNA

p0(t1)p
n

1 (�t)
n�1Y
1

p0 (tk+1 ��t) : (3)

eSLI �t! 0; TO PRIMENENIE FORMULY (1) DAET

p0(t1) = expf��t1g; pn1(�t) = �n expf�n��tg(�t)n � �n(�t)n;
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p0 (tk+1 ��t) = expf��tk+1 + ��tg � expf��tk+1g :
pODSTAWLQQ POLU^ENNYE ASIMPTOTIKI W (3), POLU^AEM S TO^NOSTX@ DO

MNOVITELQ (�t)n PRAWU@ ^ASTX (2).

dOKAZANNOE PREDLOVENIE POZWOLQET NAM DOSTATO^NO PROSTO USTA-
NOWITX RASPREDELENIE SLU^AJNOJ WELI^INY �; REALIZACIQ KOTOROJ SO-
OTWETSTWUET MOMENTU PERWOGO DOSTIVENIQ PUASSONOWSKIM PROCESSOM

ZADANNOGO UROWNQ h:

sLEDSTWIE 15.1. sLU^AJNAQ WELI^INA � IMEET GAMMA-RASPREDE-

LENIE G(m; ��1); GDE PARAMETR FORMY m PRINIMAET CELO^ISLENNOE

ZNA^ENIE, RAWNOE h; ESLI h CELOE, I RAWNOE [h ] + 1; ESLI h DROBNOE.

dOK A Z A T E L X ST WO. NEMEDLENNO WYTEKAET IZ REZULXTATA PREDLO-
VENIQ 15.1, POSKOLXKU

� =
mX
1

�k;

GDE �1; : : : ; �m NEZAWISIMY I ODINAKOWO RASPREDELENY W SOOTWETSTWII S

POKAZATELXNYM RASPREDELENIEM E(��1) (NAPOMNIM, ^TO IMENNO TAKIM
OBRAZOM WWODILOSX GAMMA-RASPREDELENIE W x12).
uSTANOWLENNAQ SWQZX GAMMA-RASPREDELENIQ S PUASSONOWSKIM POTO-

KOM SOBYTIJ OTKRYWAET NOWU@ OBLASTX PRILOVENIJ \TOGO RASPREDELE-
NIQ. |TO { WEROQTNOSTNYE MODELI IZNOSA I STARENIQ. pROSTEJ[IJ

PRIMER POSTROENIQ TAKOJ MODELI DAET ISSLEDOWANIE PROCESSA IZNOSA

PROTEKTORA AWTOMOBILXNOJ [INY. rEZONNO S^ITATX, ^TO RAZLI^NO-
GO RODA PREPQTSTWIQ, WOZNIKA@]IE NA PUTI DWIVENIQ AWTOMOBILQ I
PRIWODQ]IE K REZKOMU TORMOVENI@, REALIZU@T PUASSONOWSKIJ POTOK
SOBYTIJ. kAVDOE REZKOE TORMOVENIE PRIWODIT K UMENX[ENI@ GLU-
BINY r PROTEKTORA NA OPREDELENNU@ (PREDPOLOVIM, DLQ PROSTOTY,{
ODINAKOWU@) WELI^INU �r: w TAKOM SLU^AE , ,OBLYSENIE" [IN NASTU-
PIT POSLE m TORMOVENIJ, GDE m W SOOTWETSTWII SO SLEDSTWIEM 15.1
OPREDELQETSQ UROWNEM h = r=�r:

e]E ODNO ZAME^ATELXNOE SWOJSTWO PUASSONOWSKOGO PROCESSA, HARAK-
TERIZU@]EE OSOBOGO RODA SLU^AJNOSTX W POTOKE SOBYTIJ, SOSTOIT W
SLEDU@]EJ SPECIFIKE USLOWNOGO RASPREDELENIQ MOMENTOW POQWLENIQ

FIKSIROWANNOGO ^ISLA n SOBYTIJ NA FIKSIROWANNOM PROMEVUTKE WRE-
MENI [ 0; T ]: tO^NAQ FORMULIROWKA \TOGO SWOJSTWA OSU]ESTWLQETSQ W
TERMINAH SPECIALXNOGO SLU^AJNOGO WEKTORA, IGRA@]EGO WAVNU@ ROLX

W MATEMATI^ESKOJ STATISTIKE.
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pUSTX X1; : : : ;Xn { SLU^AJNYJ WEKTOR, ZADANNYJ NA IZMERIMOM

PROSTRANSTWE (
; A); S NEZAWISIMYMI ODINAKOWO RASPREDELENNYMI S
PLOTNOSTX@ f(x) PO MERE lEBEGA KOMPONENTAMI. wEKTORX[ 1 ]; : : : ;X[n ];

POLU^ENNYJ IZ ISHODNOGO WEKTORA UPORQDO^IWANIEM EGO KOMPONENT

PRI KAVDOM FIKSIROWANNOM ! 2 
; NAZYWAETSQ WARIACIONNYM RQDOM.
tAKIM OBRAZOM, PRI KAVDOM FIKSIROWANNOM ! 2 
 KOMPONENTY WARI-
ACIONNOGO RQDA UDOWLETWORQ@T NERAWENSTWAMX[ 1 ](!) � : : : � X[n ](!);
I ESLI x1 = X1(!); : : : ; xn = Xn(!); TO x[ 1 ] = minfx1; : : : ; xng;
x[ 2 ] RAWEN WTOROMU PO WELI^INE ZNA^ENI@ SREDI x1; : : : ; xn; x[ 3 ] {
TRETXEMU I T.D., TAK ^TO REALIZACIQ (PRI \LEMENTARNOM ISHODE !)
POSLEDNEJ KOMPONENTY WARIACIONNOGO RQDA x[n ] = maxfx1; : : : ; xng:
fUNKCIQ PLOTNOSTI ISHODNOGO WEKTORAX1; : : : ;Xn S NEZAWISIMYMI,

ODINAKOWO NEPRERYWNO RASPREDELENNYMI KOMPONENTAMI RAWNA

fn(x1; : : : ; xn) =
nY

k=1

f(xk);

A FUNKCIQ PLOTNOSTI WARIACIONNOGO RQDA OTLI^NA OT NULQ TOLXKO W

OBLASTI x1 � x2 � : : : � xn I RAWNA gn(x1; : : : ; xn) = n!fn(x1; : : : ; xn):
dLQ TOGO, ^TOBY UBEDITXSQ W \TOM, DOSTATO^NO PRIMENITX METOD, KO-
TORYJ ISPOLXZOWALSQ PRI DOKAZATELXSTWE POSLEDNEGO PREDLOVENIQ.
dLQ KAVDOGO FIKSIROWANNOGO RQDA x1 < x2 < : : : < xn ARGUMEN-

TOW FUNKCII PLOTNOSTI gn(�) I �x < min1�k�n�1(xk+1 � xk) WY^ISLIM
WEROQTNOSTX SOBYTIQ A, SOSTOQ]EGO W TOM, ^TO ODNA IZ KOMPONENT IS-
HODNOGO WEKTORAX1; : : : ;Xn POPADET W INTERWAL [x1; x1+�x) (SOBYTIE
A1), DRUGAQ, IZ OSTAW[IHSQ n� 1 KOMPONENT, W INTERWAL [x2; x2 +�x)
(SOBYTIE A2), I T.D., TAK ^TO POSLEDNQQ IZ OSTAW[IHSQ KOMPONENT

DOLVNA POPASTX W INTERWAL [xn; xn +�x) (SOBYTIE An). w SILU NEZA-
WISIMOSTI KOMPONENT SOBYTIQ A1; : : : ; An NEZAWISIMY, I PO\TOMU

P (A) = P

0
@ n\

1

Ak

1
A =

nY
1

P (Ak):

eSLI F (x) { FUNKCIQ RASPREDELENIQ, SOOTWETSTWU@]AQ PLOTNOS-
TI f(x); TO WEROQTNOSTX SOBYTIQ A1 RAWNA n [F (x1 +�x) � F (x1)] ;
POSKOLXKU U KAVDOJ KOMPONENTY WEROQTNOSTX POPASTX W UKAZANNYJ

INTERWAL [x1; x1+�x) ODNA I TA VE I RAWNA RAZNOSTI ZNA^ENIJ FUNK-
CII RASPREDELENIQ NA KONCAH INTERWALA, A SAMO SOBYTIE A1 SOSTOIT

IZ n NESOWMESTNYH SOBYTIJ POPADANIQ SOOTWETSTWU@]IH KOMPONENT
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W \TOT INTERWAL. wEROQTNOSTX SOBYTIQ A2; SOSTOQ]EGO IZ n�1 NESOW-
MESTNYH SOBYTIJ POPADANIQ ODNOJ IZ OSTAW[IHSQ KOMPONENT SLU^AJ-
NOGO WEKTORA W INTERWAL [x2; x2 + �x); W SILU TEH VE DOWODOW RAWNA
(n� 1) [F (x2 +�x)� F (x2)] : pRODOLVAQ W TOM VE DUHE, PRIDEM K PO-
SLEDNEMU SOBYTI@An; WEROQTNOSTX KOTOROGO RAWNA F (xn+�x)�F (xn):
pEREMNOVAQ \TI WEROQTNOSTI, POLU^AEM

P (A) = n!
nY

k=1

[F (xk +�x)� F (xk) ] ;

^TO PRI �x ! 0 \KWIWALENTNO n!fn(x1; : : : ; xn)(�x)n; TAK ^TO MNO-
VITELX PERED (�x)n DAET ISKOMU@ FUNKCI@ PLOTNOSTI gn(x1; : : : ; xn)
WARIACIONNOGO RQDA.
w ^ASTNOSTI, FUNKCIQ PLOTNOSTI WARIACIONNOGO RQDA RAWNOMERNO-

GO NA INTERWALE [0; T ] RASPREDELENIQ

gn(x1; : : : ; xn) = n!T�n; 0 � x1 � : : : � xn � T: (4)

tEPERX SFORMULIRUEM OBE]ANNOE SWOJSTWO PUASSONOWSKOGO PROCES-
SA.

pREDLOVENIE 15.2. sOWMESTNOE RASPREDELENIE MOMENTOW �1; : : :

: : : ; �n POQWLENIQ n SOBYTIJ NA INTERWALE [ 0; T ] PUASSONOWSKOGO PRO-
CESSA PRI USLOWII, ^TO W \TOM INTERWALE POQWILOSX ROWNO n SOBYTIJ,

SOWPADAET S RASPREDELENIEM WARIACIONNOGO RQDA RAWNOMERNOGO NA IN-

TERWALE [ 0; T ] RASPREDELENIQ.

dOK A Z A T E L X ST WO. sNOWA ISPOLXZUEM METOD ASIMPTOTI^ESKOGO

PREDSTAWLENIQ FUNKCII PLOTNOSTI. wYBEREM NA INTERWALE [ 0; T ] UPO-
RQDO^ENNYJ RQD IZ n TO^EK 0 < t1 < : : : < tn < T; A TAKVE WYBEREM�t;
MENX[EE L@BOGO IZ PROMEVUTKOW, OGRANI^ENNYH TO^KAMI t1; : : : ; tn:

pUSTX A = B0\n

1 (AkBk) { SOBYTIE, SOSTOQ]EE W TOM, ^TO W KAVDOM IZ

INTERWALOW [tk; tk+�t); k = 1; : : : ; n; POQWITSQ ROWNO PO ODNOMU PUAS-
SONOWSKOMU SOBYTI@ (\TI PUASSONOWSKIE SOBYTIQ OBOZNA^A@TSQ Ak),
A W INTERWALAH [ 0; t1); [ tk + �t; tk+1); k = 1; : : : ; n � 1; [ tn + �t; T ]
PUASSONOWSKIH SOBYTIJ NE BYLO (\TI , ,PODSOBYTIQ" OBOZNA^A@TSQ

Bk; k = 0; : : : ; n). sOBYTIE, SOSTOQ]EE W TOM, ^TO NA INTERWALE

[ 0; T ] POQWILOSX ROWNO n PUASSONOWSKIH SOBYTIJ (USLOWIE) OBOZNA-
^IM B: w \TIH OBOZNA^ENIQH DOKAZATELXSTWO PREDLOVENIQ SOSTOIT

W WYWODE SLEDU@]EJ ASIMPTOTI^ESKOJ FORMULY (SM. FORMULU (4)):
P (A jB) = P (A \B)=P (B) = n!T�n:

11



pOWTORQQ RASSUVDENIQ, KOTORYE MY PROWODILI PRI DOKAZATELXSTWE

PREDLOVENIQ 15.1 PRI �t! 0; POLU^AEM

P (A \B) =

(��t)n exp

8<
:��

2
4�t+ t1 +

n�1X
1

(tk+1 � tk ��t) + T � tn ��t

3
5
9=
; �

�n exp

8<
:��

2
4t1 +

n�1X
1

(tk+1 + �tk) + T � tn

3
5
9=
; (�t)n = �ne��T (�t)n:

pOSKOLXKU WEROQTNOSTX POQWLENIQ ROWNO n SOBYTIJ W PROMEVUTKE

[ 0; T ] RAWNA P (B) = (�T )ne��T=n!; TO

gn(t1; : : : ; tn)(�t)
n � P (A \B)=P (B) � n!T�n:

dOKAZANNOE PREDLOVENIE PROLIWAET SWET NA FENOMEN PUASSONOWOS-
TI SPORADI^ESKOGO FONA METEOROW (SM. PRIMER 7 IZ x1). pO-WIDIMOMU,
SPORADI^ESKIE METEORNYE ^ASTICY RAWNOMERNO ZAPOLNQ@T PROSTRAN-
STWO OKOLO ORBITY zEMLI, I PRI EE DWIVENII MY NATALKIWAEMSQ NA

OTDELXNYE ^ASTICY (PUASSONOWSKIE SOBYTIQ) TAK, ^TO MOMENTY \TIH

STOLKNOWENIJ WYSTRAIWA@T WARIACIONNYJ RQD RAWNOMERNOGO RASPRE-
DELENIQ.

wINEROWSKIJ PROCESS

wERNEMSQ K PRIMERU 15.4 I RASSMOTRIM BROUNOWSKOE DWIVENIE NA

PLOSKOSTI. ~ASTICA WE]ESTWA POME]AETSQ W NA^ALO DEKARTOWOJ SIS-
TEMY KOORDINAT (x; y) NA PLOSKOSTI, I TRAEKTORIQ EE DWIVENIQ OPI-
SYWAETSQ KRIWOJ S PARAMETRI^ESKIM URAWNENIEM x = x(t); y = y(t):
nAS INTERESU@T KONE^NOMERNYE RASPREDELENIQ DWUMERNOGO PROCES-
SA Z(t) = (X(t); Y (t)); DLQ ^EGO DOSTATO^NO OPREDELITX SOWMESTNU@
FUNKCI@ RASPREDELENIQ

F (x1; y1; x2; y2; : : : ; xn; yn) =

P (X(t1) < x1; Y (t1) < y1; : : : ; X(tn) < xn; Y (tn) < yn):

mY NA^NEM S O^EWIDNOGO USLOWIQ NEZAWISIMOSTI I ODINAKOWOJ RAS-
PREDELENNOSTI KOMPONENTX(t) I Y (t) PROCESSA Z(t): hAOTI^ESKOE DWI-
VENIE OTDELXNYH, NE SWQZANNYH DRUG S DRUGOM MOLEKUL TOLKAET ^AS-
TICU W NAPRAWLENII OSI OX WNE ZAWISIMOSTI OT TOGO, ^TO DELA@T
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DRUGIE MOLEKULY, SPOSOBSTWU@]IE EE DWIVENI@ W NAPRAWLENII OY:

tAKIM OBRAZOM, BROUNOWSKOE DWIVENIE NA PLOSKOSTI MOVNO RASSMAT-
RIWATX KAK PRQMOE PROIZWEDENIE DWUH ODNOMERNYH ODINAKOWO RASPRE-
DELENNYH BROUNOWSKIH DWIVENIJ. sU]ESTWUET NESKOLXKO MODELEJ OD-
NOMERNOGO BROUNOWSKOGO DWIVENIQ X(t); t 2 R+; IZ KOTORYH MY OSTA-
NOWIMSQ NA PROSTEJ[EJ, PREDLOVENNOJ n.wINEROM W NA^ALE XX WEKA,
I PO\TOMU NOSQ]EJ NAZWANIE WINEROWSKOGO PROCESSA.

pOSTROENIE MODELI OSU]ESTWLQETSQ PO ANALOGII S WYWODOM NOR-
MALXNOGO RASPREDELENIQ PUTEM PREDELXNOGO PEREHODA W BINOMIALXNOM

RASPREDELENII PRI NEOGRANI^ENNOM WOZRASTANII ^ISLA ISPYTANIJ

bERNULLI. rAZOB_EM WREMENNU@ OSX T = R+ NA MALYE INTERWALY ODI-
NAKOWOJ DLINY 1=n; WWEDEM , ,DISKRETNOE WREMQ" t = k=n; k = 0; 1; : : : ;
I BUDEM PREDPOLAGATX, ^TO ^ASTICA DWIVETSQ , ,RYWKAMI" W \TI MO-
MENTY WREMENI, PEREDWIGAQSX S WEROQTNOSTX@ 1/2 WPRAWO NA NEKOTO-
RU@ WELI^INU � ILI, S TOJ VE WEROQTNOSTX@ 1/2, WLEWO NA TAKU@ VE

WELI^INU �; KOTORAQ NE ZAWISIT OT WREMENI t: tAKOJ DISKRETNYJ SLU-
^AJNYJ PROCESS Xn(t); t = k=n; k = 0; 1; : : : ; TRAEKTORIQ xn(t) KOTO-
ROGO OPREDELQET POLOVENIQ ^ASTICY W KAPILLQRE W MOMENTY WREMENI

t; MOVNO PREDSTAWITX W WIDE SUMMY NEZAWISIMYH ODINAKOWO RASPRE-
DELENNYH SLU^AJNYH WELI^IN, PRINIMA@]IH WSEGO DWA RAWNYH PO

MODUL@ ZNA^ENIQ. iTAK, PUSTX X1; X2; : : : { BESKONE^NAQ POSLEDOWA-
TELXNOSTX NEZAWISIMYH SLU^AJNYH WELI^IN, KAVDAQ IZ KOTORYH PRI-
NIMAET ZNA^ENIQ +1 ILI {1 S ODINAKOWOJ WEROQTNOSTX@ 1/2. tOGDA

Xn(t) = �
tnX
i=0

Xi;

PRI L@BYH t = k=n; k = 0; 1; : : : :
tAK KAK SLU^AJNYE WELI^INY Xn(t1); : : : ;Xn(tm) ODNOZNA^NO OPRE-

DELQ@TSQ PRIRA]ENIQMI Xn(ti)�Xn(ti�1); i = 1; : : : ;m; t0 = 0; Xn(0)
=0 PROCESSA Xn(t) I \TI PRIRA]ENIQ NEZAWISIMY W SOWOKUPNOSTI W

SILU NEZAWISIMOSTI BINARNYH SLU^AJNYH WELI^IN X1; X2; : : : ; A

Xn(ti)�Xn(ti�1) =
tiX

j=nti�1+1

Xj;

TO KONE^NOMERNYE RASPREDELENIQ PROCESSA S NEZAWISIMYMI PRIRA]E-

NIQMI fXn(t); t � 0g ODNOZNA^NO OPREDELQ@TSQ RASPREDELENIQMI SLU-
^AJNOJ WELI^INY Xn(t) PRI KAVDOM FIKSIROWANNOM ZNA^ENII t: |TO
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ESTX SLEDSTWIE NE TOLXKO NEZAWISIMOSTI BINARNYH SLU^AJNYH WELI-
^IN, NO I TOGO, ^TO PRIRA]ENIE Xn(ti)�Xn(ti�1) IMEET TO VE RASPRE-
DELENIE, ^TO I Xn(ti�ti�1): pO\TOMU, ESLI f(x j t) { FUNKCIQ PLOTNOSTI
Xn(t); TO FUNKCIQ PLOTNOSTI KONE^NOMERNYH RASPREDELENIJ PROCESSA
RAWNA

mY
1

f (xi � xi�1 j ti � ti�1) ;

GDE, KAK I WY[E, t0 = 0; x0 = 0:
nE TRUDNO PONQTX, ^TO MY ZATEQLI WS@ \TU IGRU S DISKRETNYM DWI-

VENIEM BROUNOWSKOJ ^ASTICY TOLXKO DLQ TOGO, ^TOBY POTOM PEREJTI

K PREDELU PRI n!1; WOSPOLXZOWAW[ISX CENTRALXNOJ PREDELXNOJ TE-
OREMOJ. nO W TAKOM SLU^AE NEOBHODIMO NORMIROWATX

Xn

1
Xi: tAK KAK

EXi = 0; A DXi = 1; TO USLOWIE NEWYROVDAEMOSTI PROCESSA Xn(t)
PRI n ! 1 SOSTOIT W WYBORE � PROPORCIONALXNYM 1=

p
n: w SWQZI S

\TIM WWODQT PARAMETR �2; KOTORYJ NAZYWA@T KO\FFICIENTOM DIF-

FUZII (ON HARAKTERIZUET SKOROSTX DWIVENIQ ^ASTICY), I POLAGA@T

� = �=
p
n: pRI TAKOM WYBORE � MY POLU^AEM DISKRETNYJ SLU^AJNYJ

PROCESS

Xn(t) =
�p
n

tnX
0

Xi:

w SILU CENTRALXNOJ PREDELXNOJ TEOREMY PRI KAVDOM FIKSIROWAN-
NOM ZNA^ENII t SLU^AJNAQ WELI^INA Xn(t) SHODITSQ SLABO K SLU^AJ-
NOJ WELI^INE S NORMALXNYM N(0; �2t) RASPREDELENIEM. iSPOLXZUQ TE-
PERX PREDSTAWLENIE KONE^NOMERNYH RASPREDELENIJ ^EREZ RASPREDELE-
NIQ PRIRA]ENIJ, MY MOVEM DATX SLEDU@]EE OPREDELENIE WINEROWSKO-
GO PROCESSA.

oPREDELENIE 15.1. sLU^AJNYJ PROCESS fX(t); t � 0g; U KOTORO-
GO FUNKCIQ PLOTNOSTI KONE^NOMERNOGO RASPREDELENIQ OPREDELQETSQ

FORMULOJ

ft1;:::;tn(x1; : : : ; xn) = (2�)�n=2�n
nY
1

(ti � ti�1)
�1=2�

exp

8<
:�

1

2�2

nX
1

(xi � xi�1)2

(ti � ti�1)

9=
; ;

NAZYWAETSQ WINEROWSKIM SLU^AJNYM PROCESSOM.
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lEKCIQ 25

kAK I W SLU^AE PUASSONOWSKOGO PROCESSA, DLQ PRAKTI^ESKIH PRILO-
VENIJ NESOMNENNYJ INTERES PREDSTAWLQET RASPREDELENIE SLU^AJNOJ

WELI^INY � = inff t : X(t) � h g; REALIZACIQ KOTOROJ SOOTWETSTWUET
MOMENTU PERWOGO DOSTIVENIQ WINEROWSKIM PROCESSOM UROWNQ h > 0:
k SOVALENI@, DLQ WINEROWSKOGO PROCESSA TEHNIKA WYWODA RASPREDELE-
NIJ FUNKCIONALOW OT TRAEKTORIJ PROCESSA DOSTATO^NO SLOVNA, I DLQ
OWLADENIQ \TOJ TEHNIKOJ TREBUETSQ SPECIALXNYJ APPARAT, WO MNO-
GOM WYHODQ]IJ ZA RAMKI OB]EGO KURSA TEORII WEROQTNOSTEJ. oDNA-
KO, ^TO KASAETSQ DISKRETNOGO ANALOGA WINEROWSKOGO PROCESSA, KOTO-
RYJ MY RASSMATRIWALI DO OPREDELENIQ 15.1, TO ZDESX RASPREDELENIE
, ,PERWOGO PERESKOKA" MOVNO POLU^ITX, ISPOLXZUQ NESLOVNU@ TEHNIKU

KOMBINATORNYH WYKLADOK.
rASSMOTRIM, KAK I WY[E, POSLEDOWATELXNOSTX NEZAWISIMYH SLU-

^AJNYH WELI^IN fXi; i � 1g, PRINIMA@]IH WSEGO DWA ZNA^ENIQ +1 I
{1 S ODINAKOWYMI WEROQTNOSTQMI 1/2. wWEDEM DISKRETNYJ SLU^AJNYJ
PROCESS

S(t) =
tX

i=0

Xi; t = 0; 1; : : : ; S(0) = 0

(DLQ NAGLQDNOSTI MOVNO SOEDINITX POSLEDOWATELXNO TO^KI (t; s(t))
TRAEKTORII s(t); t = 0; 1 : : : PROCESSA S(t); PREDSTAWIW TRAEKTORI@ W

WIDE LOMANOJ LINII). nAPOMNIM, ^TO DISKRETNYJ ANALOG Xn(t) WI-
NEROWSKOGO PROCESSA X(t) POLU^AETSQ IZ PROCESSA S(t) ZAMENOJ t NA

tn S t = k=n I POSLEDU@]IM MAS[TABIROWANIEM EGO TRAEKTORII:
Xn(t) = S(tn)�=

p
n:

rASSMOTRIM WSE TRAEKTORII, PROHODQ]IE ^EREZ DWE ZADANNYE TO^KI
A1 = (t1; s1 = s(t1)) I A2 = (t2; s2 = s(t2); t1 < t2; I NAZOWEM U^ASTOK

TRAEKTORII MEVDU \TIMI TO^KAMI PUTEM IZ TO^KI A1 W TO^KU A2:

|TI PUTI OBLADA@T TEM ZAME^ATELXNYM SWOJSTWOM, ^TO U NIH ^ISLO
p SLAGAEMYH Xi; i = t1+1; : : : ; t2; PRINQW[IH ZNA^ENIE +1, ODINAKOWO
I RAWNO (t2� t1 + s1 � s1)=2; ESLI, KONE^NO, POSLEDNEE ^ISLO CELOE, { W
PROTIWNOM SLU^AE NE SU]ESTWUET TRAEKTORII, PROHODQ]EJ ^EREZ \TI
TO^KI. dEJSTWITELXNO, ESLI OBOZNA^ITX q ^ISLO OTRICATELXNYH ({1)
SLAGAEMYH, TO p + q = t2 � t1 I p� q = s2 � s1; ^TO I DAET UKAZANNU@

FORMULU DLQ RAS^ETA p: iZ \TIH VE SOOTNO[ENIJ LEGKO POLU^ITX FOR-
MULU DLQ OB]EGO ^ISLA N PUTEJ, PROHODQ]IH ^EREZ TO^KI A1 I A2;
O^EWIDNO, N = Cp

p+q = Cq

p+q:
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sLEDU@]IE DWE LEMMY UKAZYWA@T PROSTOJ METOD DLQ RAS^ETA ^IS-
LA PUTEJ IZ NA^ALA KOORDINAT W TO^KU (k; m); KOTORYE RASPOLOVENY
NIVE UROWNQ m:

lEMMA 15.2 (PRINCIP OTRAVENIQ). ~ISLO PUTEJ IZ TO^KI A1 =
(t1; s1); s1 > 0; W TO^KU A2 = (t2; s2); s2 > 0; KOTORYE KASA@TSQ ILI
PERESEKA@T OSX t HOTQ BY ODIN RAZ, RAWNO ^ISLU WSEWOZMOVNYH PUTEJ

IZ TO^KI A01 = (t1;�s1) W TO^KU A2:

dOK A Z A T E L X ST WO.mEVDU MNOVESTWOM PUTEJ IZ A1 W A2; UDOWLE-
TWORQ@]IH USLOWI@ LEMMY, I MNOVESTWOM WSEWOZMOVNYH PUTEJ IZ A01
W A2 MOVNO USTANOWITX WZAIMNO ODNOZNA^NOE SOOTWETSTWIE, ISPOLXZUQ
SLEDU@]IJ PRINCIP OTRAVENIQ (SM. RISUNOK).

- t

6

o

s

A1

A01

.

.

��

t1
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

@
@
@

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

��

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

@
@
@

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

��

t0

@
@
@
@@�

�
�@@�

�
�
��@@�

�
�

t2

A2
.

pUTX IZ A1 W A2 DOLVEN PO KRAJNEJ MERE ODIN RAZ KOSNUTXSQ OSI

WREMENI t; PUSTX t0 > t1 { ABSCISSA PERWOGO KASANIQ (NAPOMNIM, s1 =
s(t1) > 0). tAKOMU PUTI S ORDINATAMI

s(t1) > 0; s(t1 + 1) > 0; : : : ; s(t0 � 1) > 0; s(t0) = 0;

s(t0 + 1); : : : ; s(t2)

SOPOSTAWIM PUTX S ORDINATAMI

�s(t1) < 0; �s(t1 + 1) < 0; : : : ;�s(t0 � 1) < 0; s(t0) = 0;

s(t0 + 1); : : : ; s(t2);

KOTORYJ PRINADLEVIT WTOROMU MNOVESTWU, TO ESTX OTRAZIM U^ASTOK

PUTI IZ A1 W A2 NA PROMEVUTKE [t1; t0] ZERKALXNO OTNOSITELXNO OSI
t; A DALX[E OSTAWIM PUTX BEZ IZMENENIQ. lEGKO UBEDITXSQ, ^TO \TO
WZAIMNO ODNOZNANOE SOOTWETSTWIE { KAVDOMU PUTI WTOROGO MNOVES-
TWA OTWE^AET TAKOJ VE , ,ZERKALXNYJ" OBRAZ IZ PERWOGO MNOVESTWA,
IBO PUTI IZ WTOROGO MNOVESTWA OBQZATELXNO PERESEKA@T OSX t; TAK
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KAK �s(t1) < 0; A s(t2) > 0: tAKIM OBRAZOM, OBA MNOVESTWA SODERVAT
ODINAKOWOE ^ISLO PUTEJ.

rASSMOTRIM TEPERX PUTI IZ NA^ALA KOORDINAT (0; 0) W TO^KU (k; m)
S m > 0: oB]EE ^ISLO TAKIH PUTEJ, KAK BYLO POKAZANO WY[E, Nk;m =
Cp

k
; GDE p = (m + k)=2; ESLI ONO CELOE, W PROTIWNOM SLU^AE Nk;m = 0:

lEMMA 15.3. ~ISLO PUTEJ IZ NA^ALA KOORDINAT W TO^KU (k; m);
m > 0; U KOTORYH s(t) > 0 PRI WSEH t = 1; 2; : : : ; k; RAWNO

Nk�1;m�1 �Nk�1;m+1 =
m

k
Nk;m:

dOK A Z A T E L X ST WO. l@BOJ PUTX IZ (0; 0) W (k; m); UDOWLETWORQ-
@]IJ USLOWI@ LEMMY, PROHODIT ^EREZ TO^KU (1; 1): sLEDOWATELXNO,
ESLI WY^ESTX IZ OB]EGO ^ISLA PUTEJ Nk�1;m�1 IZ TO^KI (1; 1) W TO^-
KU (k; m) ^ISLO M PUTEJ, KOTORYE SOEDINQ@T \TI TO^KI, KASAQSX ILI
PERESEKAQ OSX t; TO POLU^IM ISKOMOE ^ISLO PUTEJ IZ (0; 0) W (k; m);
LEVA]IH W PERWOM KWADRANTE. w SILU LEMMY 15.2 M RAWNO OB]EMU

^ISLU PUTEJ IZ TO^KI (1; �1) W TO^KU (k; m); PO\TOMU M = Nk�1;m+1:

lEMMA 15.4. ~ISLO PUTEJ IZ NA^ALA KOORDINAT W TO^KU (k; m);
m > 0; U KOTORYH s(t) < m PRI WSEH t = 1; 2; : : : ; k � 1; RAWNO

1

2
(Nk�1;m�1 �Nk�1;m+1) =

m

2k
Nk;m: (5)

dOK A Z A T E L X ST WO. dLQ TOGO, ^TOBY DOSTIGNUTX TO^KI (k; m);
OSTAWAQSX NIVE UROWNQ m; PUTX DOLVEN PROJTI TO^KU (k � 1; m � 1);
POSLE ^EGO ON MOVET POPASTX ILI W TO^KU (k; m�2); ILI W (k; m): sLE-
DOWATELXNO, ISKOMOE ^ISLO PUTEJ RAWNO POLOWINE ^ISLA N PUTEJ IZ

NA^ALA KOORDINAT W TO^KU (k�1; m�1); RASPOLOVENNYH NIVE UROWNQ
m: pROSTYE SOOBRAVENIQ SIMMETRII UBEVDA@T NAS, ^TO N RAWNO ^IS-
LU PUTEJ IZ (1; 1) W (k; m); RASPOLOVENNYH W PERWOM KWADRANTE,{ DLQ
\TOGO DOSTATO^NO POMESTITX NA^ALO KOORDINAT W TO^KU (k; m) I TRAK-
TOWATX UROWENX m KAK OSX ABSCISS. iSPOLXZUQ FORMULU DLQ RAS^ETA
N; KOTORAQ BYLA POLU^ENA W LEMME 15.3, POLU^AEM (5).

pOSLEDNQQ LEMMA USTANAWLIWAET RASPREDELENIE MOMENTA � =
minfk : S(k) � mg PERWOGO WYHODA NA UROWENX m DISKRETNOGO PRO-
CESSA S(t) =

Xt

1
Xi; t = 0; 1; : : : : dEJSTWITELXNO, FORMULA (5) WY-

^ISLQET KOLI^ESTWO TRAEKTORIJ OPREDELENNOGO WIDA, SWQZANNOGO S IH
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POLOVENIEM W MOMENT t = k�1:mY MOVEM SGRUPPIROWATX BESKONE^NOE
MNOVESTWO TRAEKTORIJ PROCESSA S(t) W 2k�1 RAWNOWEROQTNYH KLASSA,
W SOOTWETSTWII S RAZLI^IQMI W PUTQH, SOEDINQ@]IH NA^ALO KOORDI-
NAT S DOSTIVIMYMI TO^KAMI, ABSCISSA KOTORYH RAWNA k � 1: iTAK,
SPRAWEDLIWA

lEMMA 15.5. wEROQTNOSTX TOGO, ^TO DISKRETNYJ PROCESS S(t)
WPERWYE DOSTIGNET UROWNQ m W MOMENT WREMENI t = k RAWNA

m

2k k
Nk;m;

GDE k I m DOLVNY IMETX ODINAKOWU@ ^ETNOSTX, m � k I

Nk;m = C
(k+m)=2
k

:

tEPERX OBRATIMSQ K DISKRETNOMU ANALOGU Xn(t) WINEROWSKOGO PRO-
CESSA X(t) I MOMENTU �n = minft : Xn(t) � hg PERWOGO WYHODA PROCES-
SA Xn(t) NA UROWENX h > 0: pEREPI[EM OPREDELENIE RASSMOTRENNOGO

WY[E MOMENTA � W SLEDU@]EM WIDE:

�

n
= min

8<
: t :

�p
n
S(nt) � m�p

n

9=
; :

oTS@DA NEMEDLENNO WYTEKAET, ^TO FUNKCIQ PLOTNOSTI SLU^AJNOJ WE-
LI^INY �n

gn(t) = P (�n = t) =
m

2k k
C

(k+m)=2
k

;

GDE m = h
p
n=�; k = nt S O^EWIDNYMI OGRANI^ENIQMI NA WOZMOVNYE

ZNA^ENIQ PEREMENNOJ t I PARAMETROW h I �:

iZU^IM ASIMPTOTI^ESKOE POWEDENIE gn(t) PRI n ! 1 I FIKSIRO-
WANNOM h: lEGKO PONQTX, ^TO TEM SAMYM MY USTANAWLIWAEM ASIMPTO-
TI^ESKOE POWEDENIE WEROQTNOSTI

G(t+ 1=n)�G(t) = P (t � � < t+ 1=n) � g(t)
1

n

PRI n ! 1; I \TO POZWOLIT NAM NAJTI FUNKCI@ PLOTNOSTI g(t) MO-
MENTA � PERWOGO DOSTIVENIQ UROWNQ h WINEROWSKIM PROCESSOM X(t):
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pREDLOVENIE 15.3. eSLI n!1; TO

gn(t) � hp
2��t3=2n

exp

8<
:�

h2

2�2t

9=
; :

dOK A Z A T E L X ST WO. nAM PREDSTOIT ISSLEDOWATX ASIMPTOTIKU

WYRAVENIQ
m

2kk

k!�
k+m

2

�
!
�
k�m
2

�
!
;

W KOTOROM k = nt; m = h
p
n=� I n!1:

pOSKOLXKU k; k+m I k�m S ROSTOM n STREMQTSQ K BESKONE^NOSTI,
TO, KAK MY \TO DELALI RANX[E PRI DOKAZATELXSTWE TEOREMY mUAWRA{
lAPLASA, WOSPOLXZUEMSQ FORMULOJ sTIRLINGA

n! =
p
2�nn+1=2e�n(1 + O(1=n))

I PREDSTAWIM FUNKCI@ PLOTNOSTI W ASIMPTOTI^ESKOM WIDE

gn(t) � m

2kk
p
2�
�

kk+1=2 e�k 2(k+m)=2+1=2+(k�m)=2+1=2

(k +m)(k+m)=2+1=2 (k �m)(k�m)=2+1=2 e�(k+m)=2 e�(k�m)=2
=

mp
2�k3=2

 
1 +

m

k

!�k+m

2
�1

2
 
1� m

k

!�k�m

2
�1

2

pOSKOLXKU m=k ! 0; TO STEPENI 1=2 NE WLIQ@T NA ASIMPTOTIKU, I
PROSTYE ALGEBRAI^ESKIE PREOBRAZOWANIQ DA@T

gn(t) �
mp

2�k3=2

0
@1� m2

k2

1
A�

k

2
 
1 +

m

k

!�m

2

 
1� m

k

!m

2

:

eSLI TEPERX PODSTAWITX W PRAWU@ ^ASTX m = h
p
n=�, k = nt I

WOSPOLXZOWATXSQ ZAME^ATELXNYM PREDELOM, OPREDELQ@]IM ^ISLO e; TO
POLU^IM OKON^ATELXNYJ REZULXTAT

gn(t) � hp
2��t3=2n

exp

8<
:�

h2

2t�2

9=
; :
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iTAK, MY USTANOWILI, ^TO �n ) �; FUNKCIQ PLOTNOSTI KOTOROGO

IMEET WID

g(t) =
ap

2�t3=2
exp

8<
:�

a2

2t

9=
; ; a = h=�;

A FUNKCIQ RASPREDELENIQ G(t) WYRAVAETSQ ^EREZ FUNKCI@ RASPREDE-
LENIQ �(�) STANDARTNOGO NORMALXNOGO ZAKONA N(0; 1) SOOTNO[ENIEM

G(t) =
ap
2�

tZ
0

1

x
p
x
exp

8<
:�

a2

2x

9=
; dx =

2p
2�

1Z
a=
p
t

exp

8<
:�

u2

2

9=
; du = 2

"
1� �

 
ap
t

!#
:

oDNAKO, \TO SOWSEM NE OZNA^AET, ^TO MY POLU^ILI FUNKCI@ RASPREDE-
LENIQ MOMENTA PERWOGO PERESKOKA WINEROWSKIM PROCESSOM ZADANNOGO

UROWNQ. w NA[EM DOKAZATELXSTWE IMEETSQ OGROMNAQ , ,DYRA"{ MY NE

RASPOLAGAEM USLOWIQMI, PRI KOTORYH SHODIMOSTX POSLEDOWATELXNOSTI
KONE^NOMERNYH RASPREDELENIJ PROCESSA (SLABAQ SHODIMOSTX) WLE^ET
SHODIMOSTX RASPREDELENIJ FUNKCIONALOW OT \TOGO PROCESSA. k S^AS-
TX@, W NA[EM SLU^AE S DISKRETNYM ANALOGOM WINEROWSKOGO PROCESSA

WSE OBSTOIT BLAGOPOLU^NO.
sLEDUET OTMETITX, ^TO RASPREDELENIE PERWOGO PERESKOKA IGRAET

WAVNU@ ROLX W MODELQH TEORII NADEVNOSTI, KOGDA OTKAZ SISTEMY WY-
ZYWAETSQ USTALOSTNYMI RAZRU[ENIQMI, WYZWANNYMI HAOTI^ESKIMI

POQWLENIQMI , ,PIKOWYH" NAGRUZOK, KOTORYE WOZNIKA@T WO WREMENI

PODOBNO LOKALXNYM MAKSIMUMAM TRAEKTORII WINEROWSKOGO PROCESSA.
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