
x14. pREDELXNYE TEOREMY TEORII WEROQTNOSTEJ

lEKCIQ 22

hARAKTERISTI^ESKIE FUNKCII QWLQ@TSQ WESXMA MO]NYM INSTRU-

MENTOM DLQ POSTROENIQ WEROQTNOSTNYH MODELEJ I POZWOLQ@T BEZ OSO-

BYH TEHNI^ESKIH SLOVNOSTEJ POLU^ITX IZWESTNYE NAM ZAKONY TEORII

WEROQTNOSTEJ, ZNA^ITELXNO RAS[IRQQ IH OBLASTX DEJSTWIQ.sEJ^AS MY

POLU^IM BOLEE SILXNYJ, ^EM p.l. ~EBY[EWA, ZAKON BOLX[IH ^ISEL I

OBOB]IM PREDELXNU@ TEOREMU mUAWRA{lAPLASA NA SUMMY NEZAWISI-

MYH SLU^AJNYH WELI^IN S PROIZWOLXNYM OB]IM ZAKONOM RASPREDELE-

NIQ.

tEOREMA 14.1 (ZAKON BOLX[IH ^ISEL hIN^INA). pUSTX

fXn; n � 1g { POSLEDOWATELXNOSTX NEZAWISIMYH ODINAKOWO RASPREDE-

LENNYH SLU^AJNYH WELI^IN S KONE^NYM MATEMATI^ESKIM OVIDANIEM

� = EX1: tOGDA

Xn =
1

n

nX
k=1

Xk !
P

�:

dOK A Z A T E L X ST WO.. w SILU KONE^NOSTI PERWOGO MOMENTA HARAK-

TERISTI^ESKAQ FUNKCIQ KAVDOGO SLAGAEMOGO DOPUSKAET ASIMPTOTI^ES-

KOE PREDSTAWLENIE (PREDLOVENIE 12.1, P. 50) 'Xk
(t) = 1+ it�+o(t): iZ

SWOJSTW 20 I 30 PREDLOVENIQ 12.1 SLEDUET, ^TO

' �Xn
(t) =

 
1 + it

�

n
+ o

 
t

n

!!
n

:

o^EWIDNO, '
Xn
(t) ! '(t) = eit�; FUNKCIQ '( � ) NEPRERYWNA W TO^KE

t = 0 I SOOTWETSTWUET HARAKTERISTI^ESKOJ FUNKCII KONSTANTY � {

SLU^AJNOJ WELI^INE, PRINIMA@]EJ ZNA^ENIE � S WEROQTNOSTX@ EDI-

NICA.

tAKIM OBRAZOM, W SILU TEOREMY NEPRERYWNOSTI 13.1 Xn ) �; A

POSKOLXKU SLABAQ SHODIMOSTX K POSTOQNNOJ WLE^ET SHODIMOSTX PO WE-

ROQTNOSTI (PREDLOVENIE 11.2), TO Xn !
P

�:

nAIBOLEE SILXNYJ REZULXTAT W ZAKONAH BOLX[IH ^ISEL PRINAD-

LEVIT a.n.kOLMOGOROWU, KOTORYJ DOKAZAL, ^TO PRI SU]ESTWOWANII

MATEMATI^ESKOGO OVIDANIQ Xn �!
P:N:

�: kONE^NO, NAM, KAK WSEGDA, NE

HWATAET WREMENI DOKAZATX ^TO-NIBUDX STOQ]EE, I ESLI W x11 Q WWODIL
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PONQTIE SHODIMOSTI PO^TI NAWERNOE, TO \TO DELALOSX TOLXKO DLQ TOGO,

^TOBY SEJ^AS HOTQ BY UPOMQNUTX OB USILENNOM ZAKONE BOLX[IH ^ISEL

a.n.kOLMOGOROWA.

a ^TO BUDET, ESLI OTKAZATXSQ OT USLOWIQ KONE^NOSTI ILI SU]EST-

WOWANIQ SREDNEGO ZNA^ENIQ EX1? sLEDU@]IJ PRIMER POKAZYWAET, ^TO

SHODIMOSTI K POSTOQNNOJ WELI^INE NE BUDET.

pRIM E R (NARU[ENIQ ZAKONA BOLX[IH ^ISEL.) pUSTX X1; : : : ;Xn

NEZAWISIMY I ODINAKOWO RASPREDELENY PO ZAKONU kO[I C(0, 1). hARAK-

TERISTI^ESKAQ FUNKCIQ STANDARTNOGO (a = 0; b = 1) RASPREDELENIQ

kO[I '(t) = expf�j t jg; HARAKTERISTI^ESKAQ FUNKCIQ SUMMY Sn =Pn

1 Xk RAWNA '
n(t) = expf�nj t jg; NAKONEC, HARAKTERISTI^ESKAQ FUNK-

CIQ NORMIROWANNOJ SUMMY Xn = Sn=n RAWNA 'n(t=n) = expf�j t jg; I
MY SNOWA POLU^ILI TO VE SAMOE STANDARTNOE RASPREDELENIE kO[I!

kONE^NO, WNUTRI KAVDOGO IZ NAS TEPLILASX NADEVDA, ^TO Xn BUDET

SHODITXSQ PRI n ! 1 K MODE RASPREDELENIQ kO[I mod(X1) = 0; NO,

UWY, ZAKONY PRIRODY (MATEMATIKI) NEUMOLIMY I, WY^ISLQQ ARIFME-

TI^ESKOE SREDNEE L@BOGO KOLI^ESTWA REALIZACIJ SLU^AJNYH WELI^IN

S RASPREDELENIEM kO[I, MY TAKVE BUDEM (W SREDNEM) DALEKI OT MODY,

KAK I NA PERWOM [AGE NA[EGO STATISTI^ESKOGO \KSPERIMENTA.

iZU^IM TEPERX BOLEE PODROBNO ASIMPTOTI^ESKOE (n ! 1) RASPRE-

DELENIE
P
n

1
Xk:

tEOREMA 14.2 (CENTRALXNAQ PREDELXNAQ TEOREMA). pUSTX

fXn; n � 1g { POSLEDOWATELXNOSTX NEZAWISIMYH, ODINAKOWO RASPREDE-

LENNYH SLU^AJNYH WELI^IN S KONE^NYMI MATEMATI^ESKIM OVIDANIEM

EX1 = � I DISPERSIEJ DX1 = �2: tOGDA PRI L@BOM x 2 R

lim
n!1

P

0
@
Xn

1
Xk � n�

�
p
n

< x

1
A = �(x) =

1p
2�

xZ
�1

e�t
2
=2dt:

dOK A Z A T E L X ST WO.. rASSUVDENIQ TE VE, ^TO I PRI WYWODE ZAKONA

BOLX[IH ^ISEL, NO ISPOLXZUETSQ SU]ESTWOWANIE DWUH MOMENTOW U Xk:

w SILU P. 50 PREDLOVENIQ 12.1 HARAKTERISTI^ESKAQ FUNKCIQ NORMI-

ROWANNOJ SLU^AJNOJ WELI^INY Yk = (Xk � �)=�; U KOTOROJ EYk = 0 I

DYk = 1; DOPUSKAET ASIMPTOTI^ESKOE (t! 0) PREDSTAWLENIE

'Yk
(t) =

0
@1� t2

2
+ o(t2)

1
A :

2



tEPERX, W SILU P. 20 PREDLOVENIQ 12.1, HARAKTERISTI^ESKAQ FUNKCIQ

NORMIROWANNOJ SUMMY

Sn =
1p
n

nX
1

Yk =
(
Xn

1
Xk � n�)

�
p
n

;

IMEET ASIMPTOTIKU

'
Sn
(t) =

0
@1� t2

2n
+ o(t2)

1
An :

o^EWIDNO,

'
Sn
(t)! e�t

2
=2;

ESLI n!1; A \TO, KAK NAM IZWESTNO IZ x12, ESTX HARAKTERISTI^ESKAQ
FUNKCIQ STANDARTNOGO NORMALXNOGO RASPREDELENIQ N(0; 1): pOSKOLX-

KU PREDELXNAQ NORMALXNAQ FUNKCIQ �(x) NEPRERYWNA NA WSEM R, TO

FUNKCIQ RASPREDELENIQ Sn SHODITSQ K �(x) PRI L@BOM x 2 R:

sU]ESTWU@T OB[IRNEJ[IE ISSLEDOWANIQ PO RASPREDELENIQM SUMM

SLU^AJNYH WELI^IN, W KOTORYH CENTRALXNAQ PREDELXNAQ TEOREMA OB-

OB]AETSQ NA SLU^AJ , ,SLABO ZAWISIMYH" ILI RAZNO RASPREDELENNYH,

NO OBLADA@]IH ODINAKOWYM PORQDKOM MALOSTI, SLU^AJNYH WELI^IN;

RASSMATRIWA@TSQ SUMMY SLU^AJNYH WEKTOROW I SUMMY SLU^AJNYH

\LEMENTOW, PRINIMA@]IH ZNA^ENIQ W ABSTRAKTNYH PROSTRANSTWAH, I

T.D., I T.P., TAK ^TO NE PERESTAE[X UDIWLQTXSQ, KAK \TO MOVNO ^TO-TO

E]E SDELATX W OBLASTI TOGO, GDE, KAVETSQ, WS�e UVE SDELANO. mY NE

BUDEM UGLUBLQTXSQ W \TU OB[IRNEJ[U@ TEMATIKU I ZAJMEMSQ BOLEE

PRIKLADNYMI WOPROSAMI { PRODOLVIM POSTROENIE WEROQTNOSTNYH MO-

DELEJ, MATEMATI^ESKOJ OSNOWOJ KOTORYH SLUVAT PREDELXNYE TEOREMY

TEORII WEROQTNOSTEJ.

wEROQTNOSTNYE MODELI ROSTA. uSLOWIMSQ UPOTREBLQTX TERMI-

NOLOGI@, SWQZANNU@ S BIOLOGI^ESKIMI ISSLEDOWANIQMI; O PRILOVENI-

QH K DRUGIM OBLASTQM ESTESTWOZNANIQ POGOWORIM NIVE, POSLE WYWODA

OSNOWNOGO URAWNENIQ MODELI.

pREDPOLOVIM, ^TO MY POSADILI S WAMI MALENXKOE DEREWCE (SA-

VENEC) WYSOTY x0; I WO WSE POSLEDU@]IE GODY PROIZWODIM ZAMERY

x1; x2; : : : WYSOTY RASTU]EGO DEREWA. nAS INTERESUT PROGNOZ WYSOTY

DEREWA PO ISTE^ENII n LET. eSTESTWENNO, NA EVEGODNYJ PRIROST WY-

SOTY DEJSTWUET OGROMNOE KOLI^ESTWO PRIRODNYH FAKTOROW: TEMPERA-

TURA, OSADKI, SOLNE^NOE OSWE]ENIE, PLODORODIE PO^WY I T.P., PO\TO-

MU MY, O^EWIDNO, IMEEM DELO SO STOHASTI^ESKIM PROGNOZOM, KOTORYJ
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FORMULIRUETSQ, PRIMERNO, KAK SLEDU@]EE ZAKL@^ENIE: , ,~EREZ 60 LET

S WEROQTNOSTX@ 0,9 WYSOTA DEREWA BUDET NE MENX[E 15 METROW." kO-

NE^NO, TAKOJ PROGNOZ, KAK I W SLU^AE ODNOKRATNOGO PODBRASYWANIQ

MONETY, NELXZQ PRIMENITX K ODNOMU POSAVENNOMU DEREWU, NO EGO MOV-

NO ISPOLXZOWATX W PROGNOZE , ,ZRELOSTI" LESNOJ POSADKI, SOSTOQ]EJ IZ

BOLX[OGO ^ISLA DEREWXEW, I TOGDA NA[E ZAKL@^ENIE BUDET OTNOSITXSQ

PRIBLIZITELXNO K 90% SAVENCEW.

iTAK, MY DOLVNY TRAKTOWATX ZAMERY x1; x2; : : : W TERMINAH REALI-

ZACIJ KOMPONENT POSLEDOWATELXNOSTI SLU^AJNYH WELI^IN X1; X2; : : :

I POPYTATXSQ FORMALIZOWATX W MATEMATI^ESKIH TERMINAH PRI^INU

, ,RAZBROSA" W ZNA^ENIQH EVEGODNYH PRIRA]ENIJ �k = Xk � Xk�1

WYSOTY DEREWA. eSTESTWENNO PREDPOLOVITX, ^TO PRIROST �k WYZWAN

SUMMARNYM DEJSTWIEM WSEH TEH PRI^IN ROSTA, O KOTORYH MY GOWORI-

LI WY[E, TO ESTX DEJSTWIEM NEKOTOROGO , ,IMPULXSA" �k: mEVDU �k

I �k SU]ESTWUET PRIBLIVENNAQ LINEJNAQ SWQZX �k = �k�k; GDE �k ZA-

WISIT OT WYSOTY Xk�1 DEREWA, KOTOROJ ONO DOSTIGLO PO ISTE^ENII k

LET. pOLOVIM �k = g(Xk�1) S ESTESTWENNYM USLOWIEM NEOTRICATELX-

NOSTI I NEPRERYWNOSTI FUNKCII g(�): tAKIM OBRAZOM, MY PRIHODIM K

REKURENTNYM SOOTNO[ENIQM, KOTORYE OPISYWA@T EVEGODNYJ PRIROST

WYSOTY DEREWA,

Xk �Xk�1 = �kg(Xk�1); k = 1; 2; : : : (1)

nAM OSTALOSX TOLXKO SDELATX NEKOTORYE PREDPOLOVENIQ, KASA@-

]IESQ RASPREDELENIQ SLU^AJNYH WELI^IN �k; k = 1; 2; : : : : bUDEM

S^ITATX, ^TO \TI SLU^AJNYE WELI^INY NEOTRICATELXNY, NEZAWISIMY,

ODINAKOWO RASPREDELENY I OBLADA@T KONE^NYMI MOMENTAMI WTOROGO

PORQDKA: SREDNIM ZNA^ENIEM a = E�k I DISPERSIEJ b2 = D�k:

nAPOMNIM, ^TO MY INTERESUEMSQ RASPREDELENIEM SLU^AJNOJ WELI-

^INY Xn; REALIZACIQ xn KOTOROJ UKAZYWET RAZMER KONKRETNOGO DEREWA

PO ISTE^ENII n LET. pEREPI[EM PERWYE n REKURENTNYH SOOTNO[ENIJ

(1) W WIDE

�k =
Xk �Xk�1

g(Xk�1)
; k = 1; : : : ; n

I PROSUMMIRUEM LEWYE I PRAWYE ^ASTI \TIH RAWENSTW. w REZULXTATE

POLU^IM
nX
1

�k =
nX
1

Xk �Xk�1

g(Xk�1)
:
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eSLI KAVDYJ IMPULXS WYZYWAET NEZNA^ITELXNYJ PRIROST DEREWA,

TO ESTX WSE�k = Xk�Xk�1 MALY, TO, TRAKTUQ PRAWU@ ^ASTX POSLEDNE-

GO RAWENSTWA KAK INTEGRALXNU@ SUMMU, POLU^AEM PRIBLIVENNOE RA-

WENSTWO
nX
1

�k =
XZ
x0

dt

g(t)
; (2)

GDE X = Xn { OKON^ATELXNYJ RAZMER DEREWA.

tAK KAK FUNKCIQ g(x) POLOVITELXNA, TO INTEGRAL W PRAWOJ ^ASTI

(2) PREDSTAWLQET SOBOJ NEKOTORU@ MONOTONNO WOZRASTA@]U@ FUNK-

CI@ h(X): pRIMENENIE CENTRALXNOJ PREDELXNOJ TEOREMY 14.2 K LEWOJ

^ASTI (2) PRIWODIT K UTWERVDENI@: PO ISTE^ENII DOSTATO^NO BOLX-

[OGO SROKA POSLE POSADKI DEREWA (n � 1) RASPREDELENIE EGO WYSOTY

X OPREDELQETSQ SOOTNO[ENIEM h(X) � N(�; �2); GDE � = na; �2 = nb2:

w SILU MONOTONNOSTI FUNKCII h(�)

F (x) = P (X < x) = P (h(X) < h(x)) = �

0
@h(x) � �

�

1
A :

oSTALOSX RE[ITX PROBLEMU S WYBOROM FUNKCII g( � ): eSLI POSTU-
LIROWATX, ^TO PRIROST WYSOTY DEREWA PROPORCIONALEN DOSTIGNUTOJ

WYSOTE. TO ESTX POLOVITX g(t) = t; A IMENNO TAKOE PREDPOLOVENIE

NAIBOLEE ^ASTO ISPOLXZUETSQ W MODELQH ROSTA, TO MY PRIDEM K SLEDU-

@]EMU RASPREDELENI@ SLU^AJNOJ WELI^INY X:

lOGARIFMI^ESKI-NORMALXNOE RASPREDELENIE LN(�; �): pRI

g(t) = t INTEGRAL W PRAWOJ ^ASTI (2) S TO^NOSTX@ DO POSTOQNNOGO

SLAGAEMOGO � ln x0 RAWEN lnX; TAK ^TO lnX � N(�; �2); I FUNKCIQ

RASPREDELENIQ X

F (x) = �

 
ln x� �

�

!
; x > 0;

FUNKCIQ PLOTNOSTI

f(x j�; �) = 1

�
p
2� x

exp

8<
:�

(ln x � �)2

2�2

9=
; :

|TO UNIMODALXNOE, REZKO ASIMMETRI^NOE (
1 > 0) RASPREDELENIE,

GRAFIK PLOTNOSTI KOTOROGO IMEET SLEDU@]IJ WID:
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kONE^NO, W PRAKTI^ESKIH PRILOVENIQH CELESOOBRAZNEE OPERIRO-

WATX NE S X; A S EGO NATURALXNYM LOGARIFMOM Y = lnX; POSLE ^EGO

PROIZWODITX WSE RAS^ETY, ISPOLXZUQ MODELX NORMALXNOGO RASPREDELE-

NIQ.

lOGARIFMI^ESKI-NORMALXNYJ ZAKON NOSIT DOSTATO^NO UNIWERSA-

LXNYJ HARAKTER. |TOMU RASPREDELENI@ POD^INQETSQ RAZMER TRE]INY

W ISPYTUEMOM OBRAZCE MATERIALA, KOTORYJ PODWERGAETSQ CIKLI^ES-

KIM NAGRUVENIQM , ,NA IZGIB" { WY MOVETE SAMI BEZ OSOBYH FANTA-

ZIJNYH USILIJ PERESKAZATX NA[I POSTROENIQ S WYSOTOJ DEREWA W TER-

MINAH RAZMERA TRE]INY. aNALOGI^NYE RASSUVDENIQ MOGUT BYTX TAK-

VE PRIMENENY W IZU^ENII ROSTA DOHODOW U OTDELXNYH LIC DOSTATO^NO

ODNORODNOJ ^ELOWE^ESKOJ POPULQCII. pROWODIMYE W \TOM NAPRAWLE-

NII STATISTI^ESKIE ISSLEDOWANIQ UKAZYWA@T NA HORO[EE SOGLASIE S

LOGARIFMI^ESKI-NORMALXNYM RASPREDELENIEM DOSTATO^NO NIZKIH DO-

HODOW, W TO WREMQ KAK DLQ UMERENNYH I WYSOKIH DOHODOW BOLEE PODHO-

DQ]IM QWLQETSQ RASPREDELENIE pARETO.

w RAMKAH POSTROENNOJ NAMI MODELI ROSTA ^ASTO WOZNIKAET ZADA^A,

KOTORU@ MOVNO TRAKTOWATX KAK NEKOTORU@ ALXTERNATIWU K PROBLEME

WYWODA RASPREDELENIQ RAZMERA, DOSTIGNUTOGO K OPREDELENNOMU SROKU

, ,RASTU]IM" OB_EKTOM ISSLEDOWANIQ. pUSTX FIKSIROWAN NEKOTORYJ

UROWENX x RAZMERA (DEREWA, TRE]INY, DOHODA) I NAS INTERESUET RAS-

PREDELENIE MOMENTA WREMENI (NOMERA CIKLA), NA KOTOROM \TOT RAZ-

MER BUDET DOSTIGNUT. uDIWITELXNO, ^TO W RAMKAH NA[EJ MODELI \TO

RASPREDELENIE NE ZAWISIT OT WYBORA POLOVITELXNOJ FUNKCII g(�); I
POLU^ITX EGO MOVNO PUTEM SLEDU@]IH TRIWIALXNYH RASSUVDENIJ.

rASPREDELENIE bIRNBAUMA{sONDERSA BS(�; �). pUSTX � { SLU-

^AJNAQ WELI^INA, REALIZU@]AQ MOMENT DOSTIVENIQ ZADANNOGO RAZ-
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MERA x: tOGDA SOBYTIE � > n \KWIWALENTNO SOBYTI@ Xn < x { K

MOMENTU WREMENI n WYSOTA DEREWA E]E NE DOSTIGLA UROWNQ x: iTAK,

P (� > n) = P (Xn < x) = P (h(Xn) < h(x)) = �

0
@h(x) � na

b
p
n

1
A : (3)

zAMENIM TEPERX n NA , ,NEPRERYWNU@" PEREMENNU@ t I WWEDEM NOWYE

PARAMETRY � I �; OPREDELIW IH URAWNENIQMI �
p
� = h(x)=b; �=

p
� =

a=b: cEPO^KA RAWENSTW (3) POZWOLQET NAM ZAPISATX RASPREDELENIE SLU-

^AJNOGO MOMENTA WREMENI �; W KOTORYJ DEREWO (TRE]INA, DOHOD,) DO-

STIGNET ZADANNOGO UROWNQ x :

F (t) = P (� < t) = 1� �

0
B@�

0
B@
vuut�
t
�
vuut t

�

1
CA
1
CA ; t > 0:

|TO UNIMODALXNOE RASPREDELENIE, KOTOROE NAZYWAETSQ RASPREDELE-

NIEM bIRNBAUMA{sONDERSA, I MY BUDEM OBOZNA^ATX EGO BS(�; �). gRA-

FIK PLOTNOSTI BS-RASPREDELENIQ (Q, NADE@SX, WY DOSTATO^NO OBRAZO-

WANY W OBLASTI MATEMATI^ESKOGO ANALIZA, ^TOBY NAJTI PROIZWODNU@

OT F (t)) O^ENX POHOV NA FUNKCI@ PLOTNOSTI GAMMA-RASPREDELENIQ.

BS-RASPREDELENIE IGRAET BOLX[U@ ROLX PRI RAS^ETAH NADEVNOSTI

OB_EKTOW, DOLGOWE^NOSTX KOTORYH OPREDELQETSQ RAZWITIEM TRE]IN,

PRIWODQ]IH K GIBELI OB_EKTA.

rASSMOTRIM E]E ODNO RASPREDELENIE, ^ASTO ISPOLXZUEMOE W PRAK-

TI^ESKIH RAS^ETAH NADEVNOSTI SLOVNYH SISTEM.

rASPREDELENIE wEJBULLAW(�; �) (MODELX SLABOGO ZWENA). iME-

ETSQ CEPX, SOSTOQ]AQ IZ BOLX[OGO ^ISLA n ZWENXEW. dOPUSTIM, ^TO

PRO^NOSTI x1; : : : ; xn OTDELXNYH ZWENXEW MOVNO TRAKTOWATX KAK REALI-

ZACII n NEZAWISIMYH, ODINAKOWO RASPREDELENNYH SLU^AJNYH WELI^IN

X1; : : : ;Xn: nA OBA KONCA CEPI PODAETSQ RAWNOMERNO WOZRASTA@]AQ NA-

GRUZKA, I FIKSIRUETSQ NAPRQVENIE, PRI KOTOROM PROISHODIT RAZRYW

CEPI. o^EWIDNO \TO NAPRQVENIE RAWNO PRO^NOSTI NAISLABEJ[EGO ZWE-

NA CEPI, PO\TOMU EGO MOVNO TRAKTOWATX KAK REALIZACI@ SLU^AJNOJ

WELI^INY

X = min
1�k�n

Xk:

eSLI F (x) { FUNKCIQ RASPREDELENIQ KAVDOGO Xk; k = 1; : : : ; n;

TO FUNKCIQ RASPREDELENIQ X OPREDELQETSQ POSREDSTWOM SLEDU@-

]IH RAS^ETOW, W KOTORYH SU]ESTWENNO ISPOLXZUETSQ NEZAWISIMOSTX
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X1; : : : ;Xn :

Gn(x) = P (X < x) = 1 � P (X � x) = 1� P (X1 � x; : : : ;Xn � x) =

1�
nY

k=1

P (Xk � x) = 1 � (1� F (x))
n
:

pRI BOLX[IH n ESTESTWENNO WMESTO Gn(x) ISPOLXZOWATX EE ASIMP-

TOTIKU. oDNAKO PRI KAVDOM FIKSIROWANNOM x (> 0) WEROQTNOSTX

Gn(x)! 1; ESLI n!1; I PO\TOMU MY DOLVNY PROWESTI NORMIROWKU

X PO ANALOGII S TEM, KAK \TO DELALOSX W CENTRALXNOJ PREDELXNOJ TE-

OREME, ^TOBY RASPREDELENIE NE WYROVDALOSX, KOGDA n!1: pONQTNO

TAKVE, ^TO X PO WEROQTNOSTI SHODITSQ K NUL@, PO\TOMU NORMIROWKU

X SLEDUET PROIZWODITX DOMNOVENIEM NA NEKOTORU@ RASTU]U@ FUNK-

CI@ OT n: pRI \TOM NAM NE IZBEVATX USLOWIJ NA POWEDENIE FUNKCII

RASPREDELENIQ F (x) PRI x ! 0+ { DOPUSTIM, ^TO F (x) � ax�; GDE a

I � { NEOTRICATELXNYE ^ISLA (UDIWITELXNO, NO WSE IZU^ENNYE NAMI

RASPREDELENIQ, SOSREDOTO^ENNYE NA POLOVITELXNOJ POLUOSI, UDOWLE-

TWORQ@T \TOMU USLOWI@).

fUNKCIQ RASPREDELENIQW (x) NORMIROWANNOJ SLU^AJNOJ WELI^INY

Y = n1=�X NE WYROVDAETSQ S ROSTOM n; I PREDELXNOE RASPREDELENIE

NAHODITSQ S POMO]X@ SLEDU@]IH WYKLADOK:

W (x) = P (Y < x) = P

 
X <

x

n1=�

!
= 1�

 
1� F

 
x

n1=�

!!
n

�

1�
0
@1� a

 
x

n1=�

!
�
1
An = 1�

0
@1� ax�

n

1
A
n

� 1� e�ax
�

:

zAMENQQ PARAMETR a NA PARAMETR �; OPREDELQEMYJ URAWNENIEM

a = ���; POLU^AEM RASPREDELENIE wEJBULLA W(�; �) S FUNKCIEJ RAS-

PREDELENIQ

W (x j�; �) = 1� exp

8<
:�

 
x

�

!
�
9=
; ; x > 0; �; � > 0:

|TO TAKVE UNIMODALXNOE RASPREDELENIE, GRAFIK FUNKCII PLOTNOS-

TI KOTOROGO , ,NA GLAZ" NE OTLI^IM OT GRAFIKA FUNKCII PLOTNOSTI

GAMMA-RASPREDELENIQ. wEJBULLOWSKOMU RASPREDELENI@ OBY^NO SLEDU-

@T DOLGOWE^NOSTI SISTEM, SOSTOQ]IH IZ BOLX[OGO ^ISLA ODNOTIPNYH

\LEMENTOW (NAPRIMER, PLATA KOMPX@TERA), OTKAZ ODNOGO IZ KOTORYH

(NAISLABEJ[EGO) PRIWODIT K OTKAZU SISTEMY.
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