
x11. sHODIMOSTX SLU^AJNYH WELI^IN I

FUNKCIJ RASPREDELENIJ

lEKCIQ 17

dLQ TOGO, ^TOBY PRODWINUTXSQ DALX[E W POSTROENII NOWYH WERO-

QTNOSTNYH MODELEJ I WOZMOVNO W BOLX[EJ STEPENI DATX MATEMATI-

^ESKOE OSNOWANIE DLQ PRIMENENIQ METODOW MATEMATI^ESKOJ STATIS-

TIKI K IDENTIFIKACII WEROQTNOSTNYH MODELEJ, MY DOLVNY IZU^ITX

PROBLEMY SHODIMOSTI POSLEDOWATELXNOSTEJ SLU^AJNYH WELI^IN I IH

FUNKCIJ RASPREDELENIQ.

pUSTX NA WEROQTNOSTNOM PROSTRANSTWE (
; A; P ) ZADANY DWE SLU-

^AJNYE WELI^INY X = X(!) I Y = Y (!); IME@]IH ODNO I TO VE

RASPREDELENIE WEROQTNOSTEJ. w TAKOM SLU^AE, S TO^KI ZRENIQ PRILO-

VENIJ TEORII WEROQTNOSTEJ TAKIE SLU^AJNYE WELI^INY SLEDUET S^I-

TATX \KWIWALENTNYMI (NERAZLI^IMYMI).

oPREDELENIE 11.1. eSLI P (X(!) = Y (!)) = 1; TO SLU^AJNYE

WELI^INY X I Y NAZYWA@TSQ RAWNYMI PO^TI NAWERNOE ILI \KWIWA-

LENTNYMI I PI[ETSQ X =
P:N:

Y:

pRI ISSLEDOWANII PREDELA POSLEDOWATELXNOSTI SLU^AJNYH WELI^IN

fX
n

; n � 1g; ZADANNYH NA ODNOM I TOM VE WEROQTNOSTNOM PROSTRAN-

STWE (
; A; P ); MY IMEEM DELO, PO SU]ESTWU, S PROBLEMOJ SHODIMOSTI

POSLEDOWATELXNOSTI FUNKCIJ fX
n

(!); n � 1g; NO PRI \TOM MY MOVEM

NE OBRA]ATX WNIMANIQ NA MNOVESTWO TO^EK ! NULEWOJ WEROQTNOSTI,

W KOTORYH SOOTWETSTWU@]IE ^ISLOWYE POSLEDOWATELXNOSTI NE IME@T

PREDELA. pO\TOMU POTO^E^NAQ (W KAVDOJ TO^KE ! 2 
)) SHODIMOSTX

FUNKCIJ PRETERPEWAET SU]ESTWENNOE IZMENENIE I PREWRA]AETSQ W SLE-

DU@]EE

oPREDELENIE 11.2. eSLI DLQ POSLEDOWATELXNOSTI SLU^AJNYH WE-

LI^IN fX
n

(!); n � 1g; ZADANNYH NA WEROQTNOSTNOM PROSTRANSTWE

(
; A; P ); SU]ESTWUET TAKAQ SLU^AJNAQ WELI^INA X = X(!); ! 2 


^TO

P (f lim
n!1

X
n

(!) = X(!)g) = 1;

TO X NAZYWAETSQ PREDELOM POSLEDOWATELXNOSTI fX
n

; n � 1g PO^TI

NAWERNOE I PI[ETSQ X
n

�!
P:N:

X:

w OB]EJ TEORII MERY SHODIMOSTX PO^TI NAWERNOE NAZYWAETSQ SHO-

DIMOSTX@ PO^TI WS@DU, I \TO NAIBOLEE SILXNAQ IZ IZWESTNYH NAM
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FORMA SHODIMOSTI FUNKCIJ { SLU^AJNYH WELI^IN. dLQ NEE, ESTEST-

WENNO, SPRAWEDLIW KRITERIJ SHODIMOSTI kO[I: ESLI jX
n

�X
m

j �!
P:N:

0

PRI n;m! 0; TO POSLEDOWATELXNOSTX fX
n

; n � 1g PO^TI NAWERNOE SHO-

DITSQ K NEKOTOROMU PREDELUX: sU]ESTWU@T DOWOLXNO SLOVNYE W PRI-

MENENIQH DOSTATO^NYE PRIZNAKI SHODIMOSTI PO^TI NAWERNOE, ODNAKO

MY PRAKTI^ESKI NE BUDEM W DALXNEJ[EM KASATXSQ \TOJ FORMY SHO-

DIMOSTI, POSKOLXKU KONKRETNYE REZULXTATY (NAPRIMER, USILENNYJ

ZAKON BOLX[IH ^ISEL) TREBU@T DLQ SWOEGO DOKAZATELXSTWA OGROMNYH

WREMENNYH ZATRAT, { MY NE MOVEM POZWOLITX SEBE TAKOJ ROSKO[I

W RAMKAH TOGO SKUDNOGO PROMEVUTKA WREMENI, KOTORYJ OTWEDEN NAM

U^EBNYM PLANOM DLQ IZU^ENIQ TEORII WEROQTNOSTEJ I MATEMATI^ES-

KOJ STATISTIKI.mY BUDEM, W OSNOWNOM, IMETX DELO S BOLEE , ,SLABOJ"

FORMOJ SHODIMOSTI, KOTORAQ W OB]EJ TEORII MERY NAZYWAETSQ SHO-

DIMOSTX@ PO MERE, A W TEORII WEROQTNOSTEJ, KAK WY NAWERNOE UVE

DOGADYWAETESX, SHODIMOSTX@ PO WEROQTNOSTI.

oPREDELENIE 11.3. pOSLEDOWATELXNOSTX fX
n

; n � 1g NAZYWAETSQ

SHODQ]EJSQ K PREDELU X PO WEROQTNOSTI, ESLI DLQ L@BOGO " > 0

lim
n!1

P (jX
n

(!) �X)!) j > ") = 0:

sHODIMOSTX PO WEROQTNOSTI OBOZNA^AETSQ X
n

!
P

X:

nAPOMNIM IZWESTNYJ WAM IZ OB]EJ TEORII MERY FAKT: SHODIMOSTX

PO^TI NAWERNOE WLE^ET SHODIMOSTX PO WEROQTNOSTI, NO OBRATNOE, WO-

OB]E GOWORQ, NE WERNO, I SU]ESTWU@T PRIMERY POSLEDOWATELXNOSTEJ,

SHODQ]IHSQ PO WEROQTNOSTI, NO NE IME@]IH PREDELA PO^TI NAWER-

NOE.oDNAKO IZ WSQKOJ SHODQ]EJSQ PO WEROQTNOSTI POSLEDOWATELXNOSTI

SLU^AJNYH WELI^IN MOVNO IZWLE^X PODPOSLEDOWATELXNOSTX, SHODQ]U-

@SQ K TOMU VE PREDELU PO^TI NAWERNOE.

mY UVE IMELI DELO SO SHODIMOSTX@ PO WEROQTNOSTI, KOGDA DOKA-

ZYWALI ZAKON BOLX[IH ^ISEL bERNULLI. sLEDU@]IJ REZULXTAT OBOB-

]AET \TOT ZAKON NA SUMMY NEZAWISIMYH SLU^AJNYH WELI^IN S DOSTA-

TO^NO PROIZWOLXNYM OB]IM RASPREDELENIEM.

tEOREMA 11.1 (ZAKON BOLX[IH ^ISEL ~EBY[EWA) pUSTX fX
n

;

n � 1g { POSLEDOWATELXNOSTX NEZAWISIMYH ODINAKOWO RASPREDELENNYH

SLU^AJNYH WELI^IN S KONE^NYM WTORYM MOMENTOM. tOGDA

X
n

=
1

n

nX
1

X
k

!
P

EX1:
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dOK A Z A T E L X ST WO PROWODITSQ STOLX VE PROSTO, KAK I W SLU^AE

ZAKONA BOLX[IH ^ISEL bERNULLI, KOGDA X
k

� B(1; p), I TAKVE OSNOWA-

NO NA ISPOLXZOWANII NERAWENSTWA ~EBY[EWA P (g(X) > c) � Eg(X)=c:

pOLOVIM g(X) = (X
n

�EX1)
2 I c = "

2
; GDE " { PROIZWOLXNOE POLOVI-

TELXNOE ^ISLO. tOGDA

P (jX
n

� EX1 j > ") = P

�
(X

n

�EX1)
2
> "

2
�
�
E(X

n

� EX1)
2

"
2

:

pOSKOLXKU X
n

ESTX NORMIROWANNAQ NA n SUMMA NEZAWISIMYH SLU^AJ-

NYH WELI^IN S OB]IM KONE^NYM SREDNIM � = EX1 I OB]EJ DISPERSIEJ

�
2 = DX1; TO

E(X
n

� EX1)
2 = E

2
4 1

n

nX
1

(X
k

� �)

3
52 = 1

n
2
D

nX
1

X
k

=
�
2

n

:

sLEDOWATELXNO,

P (jX
n

� EX1 j) �
�
2

n"
2
! 0;

KAKOWO BY NI BYLO " > 0:

mY POKAVEM W DALXNEJ[EM, ^TO W ZAKONE BOLX[IH ^ISEL MOVNO

UBRATX TREBOWANIE O SU]ESTWOWANII WTOROGO MOMENTA, { DOSTATO^NO

TOLXKO SU]ESTWOWANIE SREDNEGO, NO DLQ \TOGO MY DOLVNY BUDEM RAZRA-

BOTATX BOLEE SOWER[ENNYJ MATEMATI^ESKIJ APPARAT ANALIZA SHODI-

MOSTI PO WEROQTNOSTI POSLEDOWATELXNOSTEJ SLU^AJNYH WELI^IN. oT-

METIM POKA NESOMNENNU@ PRAKTI^ESKU@ CENNOSTX USTANOWLENNOGO ZA-

KONA: PRI NEZAWISIMYH RAWNOTO^NYH NABL@DENIQH NEKOTOROJ POSTOQN-

NOJ �; HARAKTERIZU@]EJ SOSTOQNIE ISSLEDUEMOGO OB_EKTA (NAPRIMER,

OB]EGO SODERVANIQ SERY W PARTII DIZELXNOGO TOPLIWA), ARIFMETI-

^ESKOE SREDNEE X
n

REZULXTATOW PARALLELXNYH NABL@DENIJ, OTQG]EN-

NYH SLU^AJNOJ O[IBKOJ S NULEWYM SREDNIM, QWLQETSQ ASIMPTOTI^ES-

KI TO^NOJ OCENKOJ � W TOM SMYSLE, ^TO X
n

!
P

�:

dOKAVEM E]E DWA UTWERVDENIQ, KASA@]IESQ SHODIMOSTI PO WERO-

QTNOSTI, KOTORYE OBY^NO NAZYWA@TSQ W MONOGRAFIQH PO TEORII WERO-

QTNOSTEJ TEOREMAMI TIPA sLUCKOGO.

pREDLOVENIE 11.1. pUSTX POSLEDOWATELXNOSTX SLU^AJNYH WELI-

^IN fX
n

; n � 1g SHODITSQ PO WEROQTNOSTI K SLU^AJNOJ WELI^INE X;
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A POSLEDOWATELXNOSTX SLU^AJNYH WELI^IN f�
n

; n � 1g SHODITSQ PO WE-

ROQTNOSTI K NUL@. tOGDA (1) X
n

+ �
n

!
P

X; (2) X
n

�
n

!
P

0:

dOK A Z A T E L X ST WO. (1) tREBUETSQ POKAZATX, ^TO P (jX
n

+ �
n

�X j

> ")! 0; KAKOWO BY NI BYLO " > 0:

iSPOLXZUQ NERAWENSTWO j a+ b j � j a j+ j b j; POLU^AEM

0 � P (jX
n

+ �
n

�X j > ") � P (jX
n

�X j + j �
n

j > ") �

P

 (
jX

n

�X j >
"

2

)[(
j �

n

j >
"

2

)!
� P

 
jX

n

�X j >
"

2

!
+

P

 
j �

n

j >
"

2

!
! 0;

TAK KAK PO USLOWI@ PREDLOVENIQ jX
n

�X j!
P

0 I j �
n

j!
P

0:

(2) pO ANALOGII S (1) SNA^ALA DELAEM OCENKU WEROQTNOSTI

P (jX
n

�
n

j > ") = P (j ((X
n

�X) +X) � j > ") �

P (jX
n

�X j j �
n

j+ jX j j �
n

j > ") �

P

 
jX

n

�X j j �
n

j >
"

2

!
+ P

 
jX j j �

n

j >
"

2

!
: (1)

pOKAVEM, ^TO PERWOE SLAGAEMOE W PRAWOJ ^ASTI (1) STREMITSQ K

NUL@, KOGDA n!1 :

P (jX
n

�X j j �
n

j > "=2) � P

��
jX

n

�X j >
q
"=2

�[�
j � j >

q
"=2

��
�

P

�
jX

n

�X j >
q
"=2

�
+ P

�
j �

n

j >
q
"=2

�
! 0:

tEPERX POKAVEM, ^TO WTOROE SLAGAEMOE W (1) MOVNO SDELATX MENX[E

L@BOGO � > 0; DLQ WSEH n � N = N (�); INYMI SLOWAMI, POKAVEM,

^TO WTOROE SLAGAEMOE TAKVE STREMITSQ K NUL@ PRI n ! 1: s \TOJ

CELX@ WWEDEM DWA PROTIWOPOLOVNYH SOBYTIQ fjX j > Ag I fjX j �

Ag; W KOTORYH ^ISLO A BUDET WYBRANO W DALXNEJ[EM PO ZADANNOMU �;

I PREDSTAWIM WTOROE SLAGAEMOE W WIDE

P

 
jX j j �

n

j >
"

2

!
= P

 (
jX j j �

n

j >
"

2

)\
fjX j > Ag

!
+

P

 (
jX j j �

n

j >
"

2

)\
fjX j � Ag

!
: (2)
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pERWOE SLAGAEMOE W PRAWOJ ^ASTI \TOGO PREDSTAWLENIQ NE PREWOS-

HODIT P ( jX j > A); I MY MOVEM WYBRATX A = A(�) PO ZADANNOMU

� NASTOLXKO BOLX[IM, ^TO P ( jX j > A) < �=2: dLQ WYBRANNOGO TA-

KIM OBRAZOM A; KOTOROE NE ZAWISIT OT n; OCENIM WTOROE SLAGAEMOE W

PREDSTAWLENII (2):

P

 (
jX j � j �

n

j >
"

2

)\
fjX j � Ag

!
�

P

 
A � j �

n

j >
"

2

!
= P

 
j �

n

j >
"

2A

!
:

pOSKOLXKU �
n

!
P

0; TO SU]ESTWUET TAKOEN = N (�); ^TO DLQ WSEH n > N

WEROQTNOSTX

P

 
j �

n

j >
"

2A

!
�
�

2
:

sLEDUET OBRATITX OSOBOE WNIMANIE NA TO, KAK W IZU^AEMYH NA-

MI WIDAH SHODIMOSTI PO^TI NAWERNOE I PO WEROQTNOSTI IGRAET SU-

]ESTWENNU@ ROLX ZADANIE POSLEDOWATELXNOSTEJ SLU^AJNYH WELI^IN

NA EDINOM WEROQTNOSTNOM PROSTRANSTWE (
; A; P ): pO SU]ESTWU, BLI-

ZOSTX ^LENOW X
n

S BOLX[IMI ZNA^ENIQMI n K IH PREDELU X ZAWISIT

NE STOLXKO OT SOWPADENIQ RASPREDELENIJ X
n

I X; SKOLXKO OT BLIZOSTI

FUNKCIJ X
n

(!) I X(!): sEJ^AS MY WWEDEM E]E ODIN WID SHODIMOSTI

SLU^AJNYH WELI^IN, BOLEE SLABYJ, ^EM SHODIMOSTX PO WEROQTNOSTI,

I DLQ \TOGO WIDA BLIZOSTX RASPREDELENIJ SLU^AJNYH WELI^IN STA-

NOWITSQ DOMINIRU@]EJ, PO SRAWNENI@ S BLIZOSTX@ IH KAK FUNKCIJ

NA EDINOM PROSTRANSTWE 
; W \TOM WIDE SHODIMOSTI SLU^AJNYE WE-

LI^INY, KAK KOMPONENTY NEKOTOROJ POSLEDOWATELXNOSTI, MOGUT BYTX

OPREDELENY DAVE NA RAZNYH PROSTRANSTWAH \LEMENTARNYH ISHODOW.

oPREDELENIE 11.4. pOSLEDOWATELXNOSTX SLU^AJNYH WELI^IN

fX
n

; n � 1g SHODITSQ K SLU^AJNOJ WELI^INE X SLABO ILI PO RAS-

PREDELENI@, ESLI SOOTWETSTWU@]AQ POSLEDOWATELXNOSTX IH FUNKCIJ

RASPREDELENIQ fF
n

(x); n � 1g SHODITSQ K FUNKCII RASPREDELENIQ F (x)

SLU^AJNOJ WELI^INY X W KAVDOJ TO^KE NEPRERYWNOSTI FUNKCII F (x):

sLABAQ SHODIMOSTX OBOZNA^AETSQ DWOJNOJ STRELKOJ: X
n

) X; I

POSKOLXKU RE^X IDET NE STOLXKO O SHODIMOSTI SLU^AJNYH WELI^IN,

SKOLXKO OB IH RASPREDELENIQH, TO ANALOGI^NOE OBOZNA^ENIE SOHRANQ-

ETSQ I DLQ POSLEDOWATELXNOSTI FUNKCIJ RASPREDELENIQ: F
n

) F; I
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PRI \TOM GOWORQT, ^TO POSLEDOWATELXNOSTX FUNKCIJ RASPREDELENIQ

fF
n

; n � 1g SLABO SHODITSQ K FUNKCII F (x):

wOZNIKAET ESTESTWENNYJ WOPROS: PO^EMU W OPREDELENII SLABOJ SHO-

DIMOSTI OGRANI^IWA@TSQ TOLXKO TO^KAMI NEPRERYWNOSTI PREDELXNOJ

FUNKCII F (x)? dELO W TOM, ^TO BEZ \TOGO USLOWIQ POSLEDOWATELXNOSTX

fX
n

; n � 1g I, NAPRIMER, , ,SDWINUTAQ" NA BESKONE^NO MALU@ WELI^I-

NU POSLEDOWATELXNOSTX fX
n

+ 1=n; n � 1g MOGUT IMETX RAZLI^NYE

, ,SLABYE" PREDELY, A \TO { NEHORO[O.

pRIWEDEM PRIMER POSLEDOWATELXNOSTI SLU^AJNYH WELI^IN, KOTORAQ

SHODITSQ PO RASPREDELENI@, NO NE IMEET PREDELA PO WEROQTNOSTI.

pRIM E R 11.1. pUSTX 
 = [0; 1]; A { BORELEWSKAQ �-ALGEBRA POD-

MNOVESTW \TOGO OTREZKA I P { RANOMERNOE RASPREDELENIE U(0, 1).

nA WEROQTNOSTNOM PROSTRANSTWE (
; A; P ) WWEDEM POSLEDOWATELXNOSTX

SLU^AJNYH WELI^IN fX
n

; n � 1g; POLAGAQ X
n

(!) = (�1)n; ESLI 0 �

! � 1=2; I X
n

(!) = (�1)n�1; ESLI 1=2 < ! � 1: wSE SLU^AJNYE WELI^I-

NY POSLEDOWATELXNOSTI IME@T ODNU I TU VE FUNKCI@ RASPREDELENIQ

F (x); OPREDELQEMU@ WEROQTNOSTQMI P (X
n

= �1) = P (X
n

= +1) =

1=2; TAK ^TO fX
n

; n � 1g SHODITSQ PO RASPREDELENI@. oDNAKO \TA

POSLEDOWATELXNOSTX SOSTOIT IZ ^EREDU@]EJSQ PARY RAZLI^NYH SLU-

^AJNYH WELI^IN: WSE ^LENY POSLEDOWATELXNOSTI S ^ETNYMI NOMERAMI

X2k PRINIMA@T ZNA^ENIQ +1 PRI 0 � ! � 1=2; W TO WREMQ KAK SOSEDNIJ

^LEN X2k+1 S NE^ETNYM NOMEROM NA \TOM OTREZKE RAWEN {1. sLEDOWA-

TELXNO, NE SU]ESTWUET SLU^AJNOJ WELI^INY X = X(!); ! 2 [0; 1]

ODINAKOWO BLIZKOJ PRI BOLX[IH n KO WSEM X
n

W SMYSLE MALOSTI WE-

ROQTNOSTI P (jX
n

�X j > "):

eSTESTWENNO, PREDSTAWLQ@T NESOMNENNYJ INTERES DOSTATO^NYE US-

LOWIQ, PRI WYPOLNENII KOTORYH SLABAQ SHODIMOSTX WLE^ET SHODI-

MOSTX PO WEROQTNOSTI. oDNO IZ TAKIH USLOWIJ DAET

pREDLOVENIE 11.2. eSLI POSLEDOWATELXNOSTX X
n

) C(const); TO

X
n

!
P

C:

dOK A Z A T E L X ST WO. bUDEM TRAKTOWATX POSTOQNNU@ C KAK WYROV-

DENNU@ SLU^AJNU@ WELI^INU S FUNKCIEJ RASPREDELENIQ F (x) = 0 PRI

x � C I F (x) = 1 PRI x > C: pO USLOWI@ PREDLOVENIQ SOOTWETSTWU-

@]AQ POSLEDOWATELXNOSTX FUNKCIJ RASPREDELENIQ F
n

(x) ! F (x) PRI

L@BOM x 6= C; IBO C { EDINSTWENNAQ TO^KA RAZRYWA PREDELXNOJ FUNK-

CII RASPREDELENIQ F (x): tREBUETSQ POKAZATX, ^TO P (jX
n

�C j > ")!
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0; KOGDA n!1; KAKOWO BY NI BYLO " > 0:

wYRAZIM WEROQTNOSTX P (jX
n

�C j > ") ^EREZ FUNKCI@ RASPREDELE-

NIQ F
n

(x) :

P (jX
n

� C j > ") = P (X
n

� C > ") + P (X
n

� C < �") =

P (X
n

< C � ") + 1 � P (X
n

� C + ") =

F
n

(C � ") + 1� F
n

(C + ") � P (X
n

= C + "):

tAK KAK C � " I C + " { TO^KI NEPRERYWNOSTI FUNKCII F (x); TO

F
n

(C � ") ! 0; A F
n

(C + ") ! 1: oSTAETSQ POKAZATX, ^TO P (X
n

=

C + ")! 0: iMEEM

0 � P (X
n

= C + ") � P (C +
"

2
� X

n

� C +
3"

2
) =

F
n

(C +
3"

2
) � F

n

(C +
"

2
)! 0;

POSKOLXKU C + 3"=2 I C + "=2 ESTX TO^KI NEPRERYWNOSTI PREDELXNOJ

FUNKCII F (x); W KOTORYH ONA PRINIMAET ODNO I TO VE ZNA^ENIE 1.

tEPERX MY PRISTUPIM K POSTROENI@ KRITERIQ SLABOJ SHODIMOSTI,

RAZWIWAQ POPUTNO NOWU@ I O^ENX SILXNU@ TEHNIKU POSTROENIQ WERO-

QTNOSTNYH MODELEJ.
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