
x10. uSLOWNOE RASPREDELENIE WEROQTNOSTEJ.
uSLOWNOE MATEMATI^ESKOE OVIDANIE

lEKCIQ 16

oDNOJ IZ TIPI^NYH ZADA^ TEORII WEROQTNOSTEJ QWLQETSQ PROGNOZ

WOZMOVNOGO ZNA^ENIQ SLU^AJNOJ WELI^INY Y PO REZULXTATU NABL@DE-

NIQ DRUGOJ SLU^AJNOJ WELI^INY X: pRIMERY TAKIH ZADA^ { PROGNOZ

METEOROLOGI^ESKIH POKAZATELEJ (TEMPERATURY WOZDUHA, ATMOSFERNO-

GO DAWLENIQ, KOLI^ESTWA OSADKOW) PO DANNYM IH ZAMEROW W PRO[LOM;

PROGNOZ STOIMOSTI CENNYH BUMAG ILI OBMENNOGO KURSA WAL@TY NA

BLIVAJ[EE BUDU]EE, PRI^EM PROGNOZ OSU]ESTWLQETSQ NE STOLXKO PO

ZNA^ENIQM \TIH FINANSOWYH POKAZATELEJ NA SEGODNQ[NIJ DENX, SKOLX-

KO PO DANNYM INFORMACIONNOGO CENTRA O SOSTOQNII PROMY[LENNOS-

TI STRANY, RAZLI^NYH POKAZATELEJ RYNKA CENNYH BUMAG, IH DWIVE-

NIQ, SPROSA I PR. s ANALOGI^NYMI PROBLEMAMI MY STALKIWAEMSQ W

MEDICINE, TEHNIKE, UPRAWLENII PROIZWODSTWOM. lEGKO PONQTX, ^TO WO

WSEH \TIH PRIMERAH PROGNOZ NOSIT WEROQTNOSTNYJ HARAKTER, I DOLVEN

OTWE^ATX NA WOPROSY TIPA: ESLI NABL@DAETSQ ZNA^ENIE x SLU^AJNOJ

WELI^INY X; TO KAKOWA WEROQTNOSTX TOGO, ^TO Y BUDET LEVATX W OPRE-

DELENNYH PREDELAH, KAKOWO NAIBOLEE WEROQTNOE ZNA^ENIE Y; ILI ^EMU

RAWNO SREDNEE ZNA^ENIE Y; ESLI X PRINQLO ZNA^ENIE x?

nA WSE \TI WOPROSY LEGKO OTWETITX W SLU^AE DISKRETNYH RASPREDE-

LENIJ SLU^AJNOGO WEKTORA (X; Y ): pUSTX fX;Y (x; y) = P (X = x; Y =

y) { SOWMESTNAQ FUNKCIQ PLOTNOSTI X I Y PO S^ITA@]EJ MERE NA BO-

RELEWSKOJ PLOSKOSTI R2: tOGDA RE[ENIE ZADA^I PROGNOZA DAET USLOW-

NAQ FUNKCIQ PLOTNOSTI { USLOWNAQ WEROQTNOSTX

fY jX(y jx) = PfY = y jX = xg =
P (X = x; Y = y)

P (X = x)
=

fX;Y (x; y)

fX (x)
;

GDE fX (x) { MARGINALXNAQ FUNKCIQ PLOTNOSTI X: dEJSTWITELXNO, WE-

ROQTNOSTX TOGO, ^TO PROGNOZIRUEMOE ZNA^ENIE Y BUDET LEVATX W PRE-

DELAH (a; b) RAWNO USLOWNOJ WEROQTNOSTI

PfY 2 (a; b) jX = xg =
X

y2(a;b)

fY jX(y jx);

NAIBOLEE WEROQTNOE ZNA^ENIE Y { \TO MODA USLOWNOGO USLOWNOGO RAS-

PREDELENIQ

mod(Y jX) = arg sup
y

fXjY (y jx);
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OVIDAEMOE (SREDNEE) ZNA^ENIE Y { USLOWNOE MATEMATI^ESKOE OVIDA-

NIE

EfY jX = xg =
X
y
yfY jX(y jx):

nO KAK OSU]ESTWITX ANALOGI^NYE RAS^ETY W SLU^AE NEPRERYWNO-

GO RASPREDELENIQ X; KOGDA P (X = x) = 0 I NA NOLX, KAK IZWESTNO,

DELITX NELXZQ? kONE^NO, I W \TOM SLU^AE MOVNO PREDLOVITX NEKOTO-

ROE , ,SURROGATNOE", POSTROENNOE NA ANALOGIQH S DISKRETNYM SLU^A-

EM, OPREDELENIE USLOWNOGO RASPREDELENIQ, NO TEM NE MENEE OTSUTSTWIE

STROGOGO OPREDELENIQ USLOWNOJ WEROQTNOSTI, PRIGODNOGO DLQ RASPRE-

DELENIJ L@BOGO TIPA, DOLGO TORMOZILO RAZWITIE TEORII WEROQTNOS-

TEJ I EE STANOWLENIE KAK SAMOSTOQTELXNOJ MATEMATI^ESKOJ DISCIP-

LINY. oSOBENNO STRADALA OT \TOGO TEORIQ SLU^AJNYH PROCESSOW, DO

TEH POR POKA W 20-H GODAH NA[EGO STOLETIQ aNDREJ nIKOLAEWI^ kOL-

MOGOROW WWEL STROGOE OPREDELENIE USLOWNOGO MATEMATI^ESKOGO OVI-

DANIQ I USLOWNOGO RASPREDELENIQ WEROQTNOSTEJ. uWY, \TO SLI[KOM

SLOVNAQ TEORIQ, KOTORU@ MY NE SMOVEM POSTI^X S NA[IMI SKUDNY-

MI , ,w\-\m-kA-[INSKIMI" POZNANIQMI W OBLASTI TEORII MERY. zA-

ME^U TOLXKO, ^TO W \TOM OPREDELENII RE[A@]U@ ROLX IGRAET TEO-

REMA rADONA{nIKODIMA, O KOTOROJ MY UPOMINALI W x6, KOGDA WWODI-
LI FUNKCI@ PLOTNOSTI RASPREDELENIQ SLU^AJNOJ WELI^INY. kROME

TOGO, USLOWNOE MATEMATI^ESKOE OVIDANIE I USLOWNOE RASPREDELENIE

TRAKTU@TSQ KAK SLU^AJNYE WELI^INY, IZMENENIE ZNA^ENIJ KOTORYH

NA MNOVESTWAH NULEWOJ WEROQTNOSTI NE WLIQET NA IH RASPREDELENIE, I

\TO OBSTOQTELXSTWO POZWOLQET ISKL@^ITX IZ RASSMOTRENIQ ZNA^ENIQ x

SLU^AJNOJ WELI^INY X; W KOTORYH fX(x) = 0: sEJ^AS MY RASSKAVEM,

KAK \TO DELAETSQ BEZ PRIWLE^ENIQ TEOREMY rADONA{nIKODIMA, KOGDA

SOWMESTNOE RASPREDELENIE X I Y PRINADLEVIT NEPRERYWNOMU TIPU

(SU]ESTWUET PLOTNOSTX fX;Y (x; y) PO MERE lEBEGA NA PLOSKOSTI).

pREDPOLOVIM DOPOLNITELXNO, ^TO SOWMESTNAQ FUNKCIQ PLOTNOSTI

fX;Y (x; y) NEPRERYWNA PO OBEIM PEREMENNYM, I IZU^IM ASIMPTOTI-

^ESKOE POWEDENIE USLOWNOJ WEROQTNOSTI PfY < y jx � X < x + �xg
PRI �x! 0: pONQTNO, ^TO TAKIM OBRAZOM MY PYTAEMSQ WWESTI USLOW-

NU@ FUNKCI@ PLOTNOSTI Y; PRI USLOWII X = x: pO FORMULE USLOWNOJ

WEROQTNOSTI NAHODIM

PfY < y jx � X < x +�xg =
P (Y < y; x � X < x +�x)

P (x � X < x +�x)
=
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yR
�1

ds
x+�xR
x

fX;Y (s; t)dt

x+�xR
x

fX (s)ds
:

pRIMENQQ TEOREMU O SREDNEM K INTEGRALOM W PRAWOJ ^ASTI \TOGO RA-

WENSTWA, POLU^AEM

PfY < y jx � X < x+�xg =

yR
�1

fX;Y (s; x + �1�x)ds�x

fX(x + �2�x)�x
;

GDE 0 < �i < 1; i = 0; 1:

tEPERX, ISPOLXZUQ NEPRERYWNOSTX FUNKCIJ fX;Y I fX ; MY MOVEM

OPREDELITX USLOWNU@ FUNKCI@ RASPREDELENIQ Y OTNOSITELXNO SOBY-

TIQ X = x; ESLI USTREMIM W OBEIH ^ASTQH POSLEDNEGO NERAWENSTWA

�x! 0 :

F Y jX(y jx) = lim
�x!0

PfY < y jx � X < x +�xg =

yR
�1

fX;Y (s; x)ds

fX (x)
:

uSLOWNAQ FUNKCIQ PLOTNOSTI POLU^AETSQ DIFFERENCIROWANIEM US-

LOWNOJ FUNKCII RASPREDELENIQ:

fY jX(y jx) = d

dy
F Y jX(y jx) = fX;Y (x; y)

fX(x)
:

uDIWITELXNO, NO MY PRI[LI K TOJ VE FORMULE USLOWNOJ PLOTNOSTI,

^TO I W DISKRETNOM SLU^AE!

pOSKOLXKU ZNA^ENIQ x; W KOTORYH fX(x) = 0; MOVNO WOOB]E ISKL@-

^ITX IZ OBLASTI WOZMOVNYH ZNA^ENIJ SLU^AJNOJ WELI^INY X (\TI

ZNA^ENIQ W SOWOKUPNOSTI DA@T MNOVESTWO NULEWOJ WEROQTNOSTI), TO,

PODSTAWLQQ W OPREDELENII USLOWNOJ PLOTNOSTI WMESTO x SLU^AJNU@

WELI^INU X; PRIHODIM K SLEDU@]EMU OPREDELENI@ USLOWNOGO RASPRE-

DELENIQ I USLOWNOGO MATEMATI^ESKOGO OVIDANIQ DLQ DISKRETNYH I

NEPRERYWNYH RASPREDELENIJ SLU^AJNOGO WEKTORA (X; Y ):

oPREDELENIE 10.1. eSLI SLU^AJNYJ WEKTOR (X; Y ) IMEET

DISKRETNU@ ILI NEPRERYWNU@ SOWMESTNU@ FUNKCI@ PLOTNOSTI

fX;Y (x; y); TO USLOWNOE RASPREDELENIE SLU^AJNOJ WELI^INY Y OTNO-

SITELXNO SLU^AJNOJ WELI^INY X OPREDELQETSQ FUNKCIEJ PLOTNOSTI

fY jX(y jX) =
fX;Y (y; X)

fX (X)
; y 2 R;
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A USLOWNOE MATEMATI^ESKOE OVIDANIE Y OTNOSITELXNO SLU^AJNOJ

WELI^INY X WY^ISLQETSQ PO FORMULE

EfY jXg =
Z

R

yfY jX(y jX)d�(y):

tAKIM OBRAZOM, USLOWNOE MATEMATI^ESKOE OVIDANIE I USLOWNOE

RASPREDELENIE QWLQ@TSQ SLU^AJNYMI WELI^INAMI I OPREDELQ@]IE IH

FORMULY SPRAWEDLIWY DLQ PO^TI WSEH ZNA^ENIJ SLU^AJNOJ WELI^INY

X:

eSTESTWENNO, MY MOVEM WWESTI TAKVE OPREDELENIE USLOWNOGO MA-

TEMATI^ESKOGO OVIDANIQ IZMERIMOJ FUNKCII g(Y ) OTNOSITELXNO SLU-

^AJNOJ WELI^INY X; POLAGAQ

Efg(Y ) jXg =
Z

R

g(y)fY jX(y jX)d�(y):

eSLI POLOVITX g(y) = IB(y) { INDIKATORNOJ FUNKCII BORELEWSKOGO

MNOVESTWA B; TO USLOWNOE MATEMATI^ESKOE OVIDANIE OT g(Y ) OTNOSI-

TELXNO X SOWPADAET S USLOWNOJ WEROQTNOSTX@ SOBYTIQ B; I, TAKIM

OBRAZOM, USLOWNOE RASPREDELENIE Y OTNOSITELXNO X ESTX ^ASTNYJ

SLU^AJ USLOWNOGO MATEMATI^ESKOGO OVIDANIQ:

PfY 2 B jXg = EfIB(Y ) jXg:
lEGKO WIDETX, ^TO USLOWNOE MATEMATI^ESKOE OVIDANIE OBLADAET

WSEMI SWOJSTWAMI OBY^NOGO SREDNEGO, NO EMU PRISU]I I NEKOTORYE

SPECIFI^ESKIE ^ERTY.

pREDLOVENIE 10.1. dLQ USLOWNOGO MATEMATI^ESKOGO OVIDANIQ

EfY jXg SPRAWEDLIWY RAWENSTWA

(1) E
X
EfY jXg = EY;

(2) ESLI X I Y NEZAWISIMY, TO EfY jXg = EY:

dOK A Z A T E L X ST WO. oBA RAWENSTWA NEMEDLENNO SLEDU@T IZ OPRE-

DELENIQ USLOWNOGO MATEMATI^ESKOGO OVIDANIQ.

(1) iMEEM

E
X
EfY jXg =

Z
R
EfY jxgfX(x)d�(x) =

Z
R
d�(x)

Z
R
y
fX;Y (x; y)

fX (x)
fX(x)d�(y) =

Z
R
yfY (y)d�(y) = EY:
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(2) eSLI X I Y NEZAWISIMY, TO fX;Y (x; y) = fX(x)fY (y); OTKUDA

EfY jXg =
Z
R
y
fX (x)fY (y)

fX (x)
d�(y) =

Z
R
yfY (y)d�(y) = EY:

tEPERX MY RASPOLAGAEM NEKOTOROJ TEHNIKOJ DLQ RE[ENIQ PROSTEJ-

[IH ZADA^ PROGNOZA.

nAILU^[IJ W SREDNEM KWADRATI^ESKOM PROGNOZ

OVIDAEMOGO ZNA^ENIQ Y PO REZULXTATU NABL@DENIQ X:

pROBLEMA OPTIMALXNOGO PREDSKAZANIQ OVIDAEMOGO ZNA^ENIQ Y PO

REZULXTATU x NABL@DENIQ SLU^AJNOJ WELI^INY X SOSTOIT W OTYSKA-

NII FUNKCII g(X); KOTORAQ MINIMIZIRUET NEKOTORU@ MERU UKLONENIQ

g(X) OT Y: mY BUDEM RE[ATX ZADA^U MINIMIZACII SREDNEGO KWADRA-

TI^ESKOGO UKLONENIQ E(Y � g(X))2; W KOTOROM MATEMATI^ESKOE OVI-

DANIE WY^ISLQETSQ PO SOWMESTNOMU RASPREDELENI@ X I Y: rE[ENIE

ZADA^I DAET

pREDLOVENIE 10.2. mINIMUM FUNKCIONALA E(Y �g(X))2 DOSTI-

GAETSQ NA FUNKCII g�(X) = EfY jXg:
dOK A Z A T E L X ST WO. iSPOLXZUQ SWOJSTWO (1) USLOWNOGO MATEMA-

TI^ESKOGO OVIDANIQ, USTANOWLENNOE W PREDLOVENII 10.1, PREDSTA-

WIM SREDNEE KWADRATI^ESKOE UKLONENIE W WIDE E(Y � g(X))2 =

E
X
Ef(Y � g(X))2 jXg I BUDEM MINIMIZIROWATX MOMENT WTOROGO PO-

RQDKA Ef(Y �g(X))2 jXg SLU^AJNOJ WELI^INY Y OTNOSITELXNO , ,TO^-

KI" g(X); KOGDA RASPREDELENIE Y OPREDELQETSQ USLOWNOJ FUNKCIEJ

PLOTNOSTI fY jX(y jX): w x6 (PREDLOVENIE 6.1, UTWERVDENIE 40) BYLO

POKAZANO, ^TO MINIMUM DOSTIGAETSQ NA SREDNEM ZNA^ENII Y I RAWEN

DY: pOSKOLXKU W DANNOM SLU^AE MOMENT WTOROGO PORQDKA WY^ISLQLSQ

PO USLOWNOMU RASPREDELENI@ Y OTNOSITELXNO X; TO MINIMUM DOSTI-

GAETSQ NA FUNKCII (SLU^AJNOJ WELI^INE) g�(X) = Ef(Y jXg:
iTAK, NAILU^[IJ W SREDNEM KWADRATI^ESKOM PROGNOZ OVIDAEMOGO

ZNA^ENIQ Y PO REZULXTATU x NABL@DENIQ SLU^AJNOJ WELI^INY X DO-

STAWLQET REALIZACIQ W TO^KE X = x USLOWNOGO MATEMATI^ESKOGO OVI-

DANIQ EfY jXg: dOPUSKAQ NEKOTORU@ WOLXNOSTX, ZAPI[EM \TU REALI-

ZACI@ W WIDE FUNKCII y = g�(x) = EfY jX = xg: fUNKCIQ y = g�(x)
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NAZYWAETSQ KRIWOJ SREDNEJ KWADRATI^ESKOJ REGRESSII Y NA X; A MI-

NIMALXNOE SREDNEE KWADRATI^ESKOE UKLONENIE �2Y jX = E(Y � g�(X))2

{ OSTATO^NOJ DISPERSIEJ.

nAJDEM KRIWU@ g�(x) I WY^ISLIM OSTATO^NU@ DISPERSI@ W SLU^AE

SOWMESTNOGO NORMALXNOGO RASPREDELENIQ X I Y:

pREDLOVENIE 10.3. pUSTX (X; Y ) � N2(�; �): tOGDA KRIWAQ SRED-

NEJ KWADRATI^ESKOJ REGRESSII Y NA X ESTX PRQMAQ

y = �2 + �
�2

�1
(x � �1):

oSTATO^NAQ DISPERSIQ �2Y jX = �2(1� �2):

dOK A Z A T E L X ST WO. w SLU^AE DWUMERNOGO NORMALXNOGO RASPREDE-

LENIQ

fX;Y (x; y) = fY jX(y jx) � fX(x) = 1

2��1�2
p
1 � �2

�

exp

8<
:�

1

2(1� �2)

0
@(x � �1)

2

�21
� 2�(x� �1)(y � �2)

�1�2
+

(y � �2)
2

�22

1
A
9=
; ;

I OSTAETSQ TOLXKO UBEDITXSQ, ^TO

fX(x) =
1p
2��1

exp

8<
:�

(x � �1)
2

2�21

9=
; ;

A

fY jX(y jx) = 1p
2��2

p
1� �2

exp

8<
:�

(y � g(x)

2�22(1 � �2)

9=
; ; (1)

GDE

g(x) = �2 + �
�2

�1
(x� �1):

mARGINALXNU@ FUNKCI@ PLOTNOSTI fX(x) KOMPONENTY X MY WY-

^ISLQLI W KONCE PREDYDU]EGO PARAGRAFA. pEREMNOVAQ fX(x) I

fY jX(y jx) I PROIZWODQ NESLOVNYE ALGEBRAI^ESKIE PREOBRAZOWANIQ,

UBEVDAEMSQ, ^TO \TO PROIZWEDENIE RAWNO PLOTNOSTI fX;Y (x; y) DWU-

MERNOGO NORMALXNOGO RASPREDELENIQ.

iZ FORMULY (1) NAHODIM, ^TO USLOWNAQ PLOTNOSTX IMEET SREDNEE

EfY jX = xg = g(x) I DISPERSI@ �22(1 � �2); KOTORYE SOWPADA@T S

FORMULAMI, PRIWEDENNYMI W FORMULIROWKE PREDLOVENIQ.
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lEGKO PONQTX, ^TO ESLI PROBLEMA SOSTOIT W PREDSKAZANII ZNA^ENIQ

x SLU^AJNOJ WELI^INY X PO NABL@DENI@ y SLU^AJNOJ WELI^INY Y;

TO NAILU^[IJ W SREDNEM KWADRATI^ESKOM PROGNOZ x IMEET WID

x = �1 + �
�1

�2
(y � �2);

^TO NE SOWPADAET S FUNKCIEJ, OBRATNOJ K

y = �2 + �
�2

�1
(x � �1):

|TO WPOLNE ESTESTWENNO, POSKOLXKU MY MINIMIZIRUEM W KAVDOM IZ

\TIH SLU^AEW UKLONENIQ OT PRQMOJ REGRESSII W RAZLI^NYH (PERPEN-

DIKULQRNYH DRUG K DRUGU) NAPRAWLENIQH: ODNO { WDOLX OSI OY; WTOROE

{ WDOLX OSI OX:

nIVE PRIWODITSQ RISUNOK, ILL@STRIRU@]IJ RASPOLOVENIE PRQ-

MYH REGRESSII Y NA X I X NA Y OTNOSITELXNO GLAWNOJ OSI \LLIP-

SA RASSEIWANIQ, KOTORAQ NOSIT NAZWANIE PRQMOJ ORTOGONALXNOJ RE-

GRESSII I DAET NAILU^[IJ W SREDNEM KWADRATI^ESKOM PROGNOZ, KOGDA

O[IBKI IZMERQ@TSQ NE WDOLX KOORDINATNYH OSEJ, A PO KRAT^AJ[EMU

RASSTOQNI@ K KRIWOJ PROGNOZA g(x):
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