
x9. pROWERKA MODELXNYH PREDPOLOVENIJ.

kRITERII SOGLASIQ

lEKCIQ 14

rASSMOTRENNYE NAMI METODY POSTROENIQ OPTIMALXNYH RE[A@]IH

FUNKCIJ W PROBLEMAH OCENKI PARAMETROW I PROWERKI PARAMETRI^ES-

KIH GIPOTEZ SU]ESTWENNO OPIRALISX NA TAKIE OSOBYE SWOJSTWA WEROQT-

NOSTNYH MODELEJ, KAK SU]ESTWOWANIE DOSTATO^NYH STATISTIK, MONO-

TONNOSTX OTNO[ENIQ PRAWDOPODOBIQ OTNOSITELXNO NEKOTOROJ STATIS-

TIKI, NEZAWISIMOSTX WYBOROK I PRO^EE. oCENITX VE POSLEDSTWIQ OT

ISPOLXZOWANIQ KONKRETNYH RE[A@]IH FUNKCIJ (NAJTI FUNKCI@ RIS-

KA STATISTI^ESKOGO PRAWILA) WOOB]E NE PREDSTAWLQETSQ WOZMOVNYM

BEZ ZNANIQ WEROQTNOSTNOJ MODELI. oTS@DA WOZNIKAET NEOBHODIMOSTX

RAZRABOTKI OB]IH METODOW TESTIROWANIQ (PROWERKI) PREDLAGAEMOJ

WEROQTNOSTNOJ MODELI P = fP�; � 2 �g PO DANNYM SLU^AJNOJ WYBOR-

KI, ILI NESKOLXKIH WYBOROK, KOTORYE PREDPOLOVITELXNO IZWLEKA@T-

SQ IZ NEKOTORYH RASPREDELENIJ SEMEJSTWA P: zNA^IMYE RASHOVDENIQ

MEVDU MODELXNYMI I \MPIRI^ESKIMI RASPREDELENIQMI WYNUVDA@T

STATISTIKA PERESMOTRETX POSYLKI, POLOVENNYE W OSNOWU POSTROENIQ

WEROQTNOSTNOJ MODELI, I TEM SAMYM IZBEVATX BOLX[IH POTERX OT

ISPOLXZOWANIQ ZAWEDOMO PLOHIH RE[A@]IH PRAWIL (TO^NEE PRAWIL,

KOTORYE OPTIMALXNY NE DLQ TOJ MODELI).

pONQTNO, ^TO RE^X IDET O PROWERKE STATISTI^ESKIH GIPOTEZ BEZ

OSOBOJ SPECIFIKACII ALXTERNATIW K NULEWOJ GIPOTEZE. sTATISTI^ES-

KIE PRAWILA PROWERKI MODELXNYH PREDPOLOVENIJ OBY^NO NAZYWA@TSQ

KRITERIQMI SOGLASIQ, I W MATEMATI^ESKOJ STATISTIKE SLOVILSQ NEKO-

TORYJ TRADICIONNYJ NABOR TAKIH KRITERIEW, OBLADA@]IH BOLX[OJ

UNIWERSALXNOSTX@. |TO KRITERII, S POMO]X@ KOTORYH MOVNO PROWE-

RQTX NE TOLXKO PRINADLEVNOSTX RASPREDELENIQ NABL@DAEMOJ SLU^AJ-

NOJ WELI^INY K OPREDELENNOMU SEMEJSTWU, NO I TESTIROWATX NEKOTO-

RYE BOLEE \GRUBYE" ^ERTY MODELI, KAK TO NEZAWISIMOSTX KOMPONENT

NABL@DAEMOGO SLU^AJNOGO WEKTORA (WEKTORNOJ SLU^AJNOJ WELI^INY),

WOZMOVNOSTX OB_EDINENIQ NESKOLXKIH WYBOROK W ODNU (PROWERKA GIPO-

TEZY ODNORODNOSTI WYBOROK) I MNOVESTWO DRUGIH PREDPOLOVENIJ, KA-

SA@]IHSQ STRUKTURY WYBORO^NYH DANNYH. mY POZNAKOMIMSQ W \TOM

PARAGRAFE S NABOROM UNIWERSALXNYH STATISTI^ESKIH PROCEDUR, OB_-

EDINQEMYH OB]IM NAZWANIEM KRITERII HI-KWADRAT. oB ODNOM IZ NIH
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MY UVE UPOMINALI W x2 W SWQZI S POSTROENIEM GISTOGRAMMY WYBORKI;

\TO {

10: kRITERIJ SOGLASIQ HI-KWADRAT. rE[AETSQ STATISTI^ES-

KAQ PROBLEMA PROWERKI GIPOTEZY O WIDE RASPREDELENIQ NABL@DAEMOJ

SLU^AJNOJ WELI^INY X (WOZMOVNO, WEKTORNOJ). nA^NEM S PROSTEJ[E-

GO SLU^AQ, KOGDA POSTROENIE WEROQTNOSTNOJ MODELI PRIWELO K POLNOJ

SPECIFIKACII RASPREDELENIQ, TO ESTX PROBLEMA SOSTOIT W PROWERKE

PROSTOJ GIPOTEZY H : RASPREDELENIE X NA IZMERIMOM PROSTRANSTWE

(X; A) EE ZNA^ENIJ ESTX P (A); A 2 A:

pOSTROENIE KRITERIQ SOGLASIQ WYBORO^NYH DANNYH c RASPREDE-

LENIEM P NA^INAETSQ S RAZBIENIQ PROSTRANSTWA X NA r � 2 ^ASTEJ

A1; : : : ; Ar; X =
Xn

1
Ai . rEKOMENDACII PO WYBORU ^ISLA r I SPOSOBU

RAZBIENIQ NOSQT DOWOLXNO RASPLYW^ATYJ HARAKTER, I ESLI NE UTO^-

NQTX WOZMOVNYE ALXTERNATIWY K P; TO, KAK WY SAMI PONIMAETE, TA-

KIH REKOMENDACIJ NE MOVET BYTX W PRINCIPE. gLAWNOE, RAZBIENIE

NE DOLVNO OPREDELQTXSQ WYBORO^NYMI ZNA^ENIQMI, NADO STREMITSQ

K OBLASTQM ODINAKOWOJ KONFIGURACII I RAZMERA, NE SLEDUET DELATX

SLI[KOM PODROBNOE RAZBIENIE. nAPRIMER, ESLI X = R (NABL@DAETSQ

DEJSTWITELXNAQ SLU^AJNAQ WELI^INA), TO PRQMAQ R RAZBIWAETSQ NA r

INTERWALOW WIDA (�1; a]; (a; a + �]; (a + �; a + 2�]; : : : ; (a + (r �
3)�; a+(r� 2)�]; (a+(r� 2)�; +1); TAK ^TO DLINA WNUTRENNIH IN-

TERWALOW POSTOQNNA I RAWNA �: kONE^NO WYBOR r ZAWISIT OT OB_EMA

WYBORKI n; NO DAVE PRI ISKL@^ITELXNO BOLX[IH n NE DELAETSQ BO-

LEE 15-20 RAZBIENIJ; \TOGO WPOLNE DOSTATO^NO, ^TOBY W GISTOGRAMME

OTRAZITX WS@ SPECIFIKU FORMY TESTIRUEMOGO RASPREDELENIQ.

pOSLE RAZBIENIQ X PROWODITSQ SORTIROWKA WYBORO^NYH DANNYH PO

OBLASTQM RAZBIENIJ I PODS^ITYWA@TSQ KOLI^ESTWA �1; : : : ; �2;
Xn

1
�i =

n; DANNYH, POPAW[IH W SOOTWETSTWU@]IE OBLASTIA1; : : :Ar: wY^ISLQ-

@TSQ \TEORETI^ESKIE" WEROQTNOSTI pi = P (Ai); i = 1; : : : ; r POPADANIQ

WYBORO^NYH DANNYH W \TI OBLASTI I WY^ISLQETSQ ZNA^ENIE x2 TESTO-

WOJ STATISTIKI

X2 =
rX

i=1

(�i � npi)
2

npi
:

gIPOTEZA H OTWERGAETSQ, ESLI x2 > C; GDE KRITI^ESKAQ KONSTAN-

TA C WYBIRAETSQ PO ZADANNOMU UROWN@ ZNA^IMOSTI � KAK NAIBOLX-

[EE ^ISLO, UDOWLETWORQ@]EE NERAWENSTWU P (X2 > C) � �: eSTES-
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TWENNO, NA PRAKTIKE ISPOLXZU@T KRITI^ESKIJ UROWENX ZNA^IMOSTI

�KR: = P (X2 > x2); SOPROWOVDAQ EGO KOMMENTARIQMI TIPA TEH, KOTO-

RYE BYLI PRIWEDENY W PREDYDU]EM PARAGRAFE POSLE WWEDENIQ PONQ-

TIQ KRITI^ESKOGO UROWNQ ZNA^IMOSTI. oDNAKO TO^NOE RASPREDELENIE

STATISTIKI X2 NAJTI W QWNOM WIDE NE PREDSTAWLQETSQ WOZMOVNYM;

PREDELXNOE RASPREDELENIE X2 PRI n ! 1 USTANOWIL k.pIRSON W SA-

MOM NA^ALE hh WEKA.

tEOREMA 9.1. eSLI ^ISLO RAZBIENIJ r � 2 FIKSIROWANO, A OB_EM

WYBORKI n!1; TO RASPREDELENIE X2 SHODITSQ K RASPREDELENI@ HI-

KWADRAT S r � 1 STEPENX@ SWOBODY.

dOK A Z A T E L X ST WO.. o^EWIDNO, DLQ WYWODA PREDELXNOGO RASPRE-

DELENIQ X2 SLEDUET W PERWU@ O^EREDX OBRATITXSQ K SOWMESTNOMU RAS-

PREDELENI@ ^ASTOT �1; : : : ; �r;
Xn

1
�i = n: |TO MULXTINOMIALXNOE RAS-

PREDELENIE M(r; n; p); (SM. x9 KURSA tw) S FUNKCIEJ PLOTNOSTI

f(x1; : : : ; xr) = P (�1 = x1; : : : ; �r = xr) =
n!

x1! � � � xr!
px1
1 � � � pxr

r ;

SOSREDOTO^ENNOE NA CELO^ISLENNOJ RE[ETKE
Xn

1
xi = n: tEOREMA 9.1 IZ

KURSA tw UTWERVDAET, ^TO SOWMESTNOE RASPREDELENIE PERWYH r�1 ^AS-

TOT �1; : : : ; �r�1 APPROKSIMIRUETSQ r � 1-MERNYM RASPREDELENIEM. eS-

TESTWENNO, PREDELXNOE RASPREDELENIE WSEGO WEKTORA ^ASTOT �1; : : : ; �r
PRI SOOTWETSTWU@]EJ NORMIROWKE NA IH SREDNIE ZNA^ENIQ I STAN-

DARTNYE OTKLONENIQ BUDET WYROVDENNYM, IBO
Xn

1
�i = n: wYROVDEN-

NYE RASPREDELENIQ LU^[E WSEGO ISSLEDOWATX S POMO]X@ HARAKTERIS-

TI^ESKIH FUNKCIJ, IBO TAKIE RASPREDELENIQ MOVNO ZAPISATX W QWNOM

WIDE, TOLXKO PEREHODQ K SISTEME KOORDINAT NA TOJ GIPERPOWERHNOSTI,

GDE SOSREDOTO^ENO TAKOE RASPREDELENIE, I \TO ^REZWY^AJNO USLOVNQ-

ET TEHNIKU ASIMPTOTI^ESKOGO ANALIZA RASPREDELENIJ. iTAK, NAJDEM

SOWMESTNU@ HARAKTERISTI^ESKU@ FUNKCI@ �1; : : : ; �r:

wSPOMNIM SHEMU MULXTINOMIALXNYH ISPYTANIJ. mY NABL@DA-

EM WYBORKU Y1; : : : ; Yn IZ RASPREDELENIQ SLU^AJNOGO WEKTORA Y =

(X1; : : : ;Xr); WSE KOMPONENTY KOTOROGO, ZA ISKL@^ENIEM ODNOJ (SKA-

VEM, Xj), MOGUT PRINIMATX TOLXKO NULEWYE ZNA^ENIQ, W TO WREMQ KAK

Xj = 1: kAVDAQ KOMPONENTA Yi WYBORKI Y
(n) = (Y1; : : : ; Yn) ESTX NEZA-

WISIMAQ KOPIQ Y; TAK ^TO Yi = (X1i; : : : ;Xri) I Xji { KOPIQ (W SMYSLE

ODINAKOWOSTI RASPREDELENIQ) Xj; j = 1; : : : ; r; i = 1; : : : ; n: w TAKIH
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OBOZNA^ENIQH

�j =
nX

i=1

Xji; j = 1; : : : ; r:

eSLI MY NAJDEM HARAKTERISTI^ESKU@ FUNKCI@ 'Y (t); t = (t1; : : : ;

tr); NABL@DAEMOGO WEKTORA Y; TO HARAKTERISTI^ESKAQ FUNKCIQ '�(t)

WEKTORA ^ASTOT � = (�1; : : : ; �r) BUDET WY^ISLQTXSQ PO FORMULE '�(t)

= 'n
Y (t); IBO HARAKTERISTI^ESKAQ FUNKCIQ SUMMY NEZAWISIMYH SLU-

^AJNYH WELI^IN RAWNA PROIZWEDENI@ HARAKTERISTI^ESKIH FUNKCIJ

SLAGAEMYH (PUNKT 30 TEOREMY 12.1 KURSA tw). nO HARAKTERISTI^ES-

KAQ FUNKCIQ WEKTORA Y (NAPOMNIM,
Xr

1
Xj = 1)

'Y (t) = E exp

8<
:i

rX
1

tjXj

9=
; =

rX
1

pje
i tj;

I PO\TOMU

'�(t) =

0
@ rX

1

pje
i tj

1
A
n

:

tEPERX PRISTUPIM K ASIMPTOTI^ESKOMU ANALIZU HARAKTERISTI^ES-

KOJ FUNKCII WEKTORA X NORMIROWANNYH ^ASTOT

Xj =
�j � npjp

npj
; j = 1; : : : ; r;

SUMMA KWADRATOW KOMPONENT KOTOROGO SOSTAWLQET TESTOWU@ STATIS-

TIKU X2 (IZWINITE, ^TO ISPOLXZU@ BUKWU X W NOWOM SMYSLE, NO NE

HO^ETSQ WWODITX DLQ OBOZNA^ENIQ SLU^AJNYH WELI^IN NOWYE SIMWO-

LY). hARAKTERISTI^ESKAQ FUNKCIQ SLU^AJNOGO WEKTORA, KOMPONENTY

KOTOROGO PODWERGNUTY LINEJNOMU PREOBRAZOWANI@, WY^ISLQETSQ PO

FORMULE, ANALOGI^NOJ PUNKTU 20 TEOREMY 12.1:

'X(t) = exp

8<
:�i

rX
1

tj
p
pj

9=
;
0
@ rX

1

pj exp

8<
:

i tjp
npj

9=
;
1
A
n

:

rAZLOVIM LOGARIFM \TOJ FUNKCII W RQD mAKLORENA PO STEPENQM

t1; : : : ; tr; KAK \TO DELALOSX PRI DOKAZATELXSTWE CENTRALXNOJ PREDELX-

NOJ TEOREMY:

ln 'X(t) = �ipn
rX
1

tj
p
pj+

n ln

2
41 +

ip
n

rX
1

tj
p
pj �

1

2n

rX
1

t2j + O(n�3=2)

3
5 =
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= �1

2

rX
1

t2j +

0
@ rX

1

tj
p
pj

1
A
2

+O(n�1=2):

tAKIM OBRAZOM, HARAKTERISTI^ESKAQ FUNKCIQ PREDELXNOGO RASPRE-

DELENIQ WEKTORA X NORMIROWANNYH ^ASTOT ESTX

lim
n!1

'X(t) = exp

8><
>:�

1

2

2
64

rX
1

t2j �
0
@ rX

1

tj
p
pj

1
A
2
3
75
9>=
>; :

|TO { HARAKTERISTI^ESKAQ FUNKCIQ r-MERNOGO NORMALXNOGO RASPREDE-

LENIQ S NULEWYMI SREDNIMI I MATRICEJ KOWARIACIJ � = I� pp0; GDE

I { EDINI^NAQ MATRICA, A p = (
p
p1; : : : ;

p
pr) { WEKTOR STOLBEC.

rASSMOTRIM KWADRATI^NU@ FORMU

Q(t) =
rX
1

t2j �
0
@ rX

1

tj
p
pj

1
A
2

;

KO\FFICIENTY KOTOROJ OPREDELQ@T KOWARIACII KOMPONENT WEKTORA

Z = (Z1; : : : ; Zr); RASPREDELENNOGO PO NORMALXNOMU ZAKONU. eSLI PRO-

IZWESTI ORTOGONALXNOE PREOBRAZOWANIE A WEKTORA t; POLAGAQ u = At

I FIKSIRUQ POSLEDN@@ STROKU MATRICY A TAKIM OBRAZOM, ^TOBY W

NOWOM WEKTORE u = (u1; : : : ; ur) KOMPONENTA ur =
Xr

1
tj
p
pj; TO MY PO-

LU^IM KWADRATI^NU@ FORMU (WSPOMNITE ANALOGI^NYE ORTOGONALXNYE

PREOBRAZOWANIQ NORMALXNOGO WEKTORA PRI WYWODE RASPREDELENIQ WY-

BORO^NOJ DISPERSII W LEMME fI[ERA)

Q(t) =
rX
1

t2j �
0
@ rX

1

tj
p
pj

1
A
2

=
rX
1

u2j � u2r =
r�1X
1

u2j :

tAKIM OBRAZOM, SU]ESTWUET ORTOGONALXNOE PREOBRAZOWANIE Y =

BZ WEKTORA Z; POSLE KOTOROGO Y1; : : : ; Yr�1 NEZAWISIMY I ODINAKOWO

NORMALXNO RASPREDELENY SO SREDNIMI, RAWNYMI NUL@, I EDINI^NYMI

DISPERSIQMI, A Yr IMEET NULEWOE SREDNEE I NULEWU@ DISPERSI@, TO

ESTX Yr = 0 PO^TI NAWERNOE. wSE \TO, KONE^NO, SLEDSTWIE WYROVDEN-

NOSTI NORMALXNOGO RASPREDELENIQ WEKTORA Z { ONO SOSREDOTO^ENO NA

GIPERPLOSKOSTI
Xr

1
Zj
p
pj = 0:

oBRATIMSQ TEPERX K PREDELXNOMU RASPREDELENI@ STATISTIKIX2 =Xr

1
Xj: pOSKOLXKU PREDELXNOE RASPREDELENIE WEKTORA X SOWPADAET S

RASPREDELENIEM WEKTORA Z; TO PREDELXNOE RASPREDELENIE STATISTIKI

X2 OPREDELQETSQ RASPREDELENIEM KWADRATI^NOJ FORMY
Xr

1
Z2

j : kAK
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IZWESTNO, ORTOGONALXNYE PREOBRAZOWANIQ NE MENQ@T SUMMY KWADRA-

TOW, PO\TOMU
Xr

1
Z2

j =
Xr

1
Y 2
j =

Xr�1

1
Yj: sLEDOWATELXNO, PREDELXNOE

RASPREDELENIE STATISTIKI X2 ESTX RASPREDELENIE SUMMY KWADRATOW

r � 1 NEZAWISIMYH SLU^AJNYH WELI^IN, IME@]IH OB]EE STANDARTNOE

NORMALXNOE RASPREDELENIE. pO OPREDELENI@ \TO { HI-KWADRAT RASPRE-

DELENIE S r � 1 STEPENQMI SWOBODY. tEOREMA pIRSONA DOKAZANA.

lEKCIQ 15

rASSMOTRIM TEPERX BOLEE SLOVNU@ STATISTI^ESKU@ PROBLEMU, W

KOTOROJ PROWERQETSQ GIPOTEZA O PRINADLEVNOSTI RASPREDELENIQ P

NABL@DAEMOJ SLU^AJNOJ WELI^INY NEKOTOROMU PARAMETRI^ESKOMU SE-

MEJSTWU P = fP �; � 2 � � Rsg; INDEKSIROWANNOMU s-MERNYM PARAMET-

ROM � = (�1; : : : ; �s): w TAKOM SLU^AE

X2(�) =
rX

i=1

(�i � npi(�))
2

npi(�)

NE MOVET NAZYWATXSQ STATISTIKOJ I EE NELXZQ ISPOLXZOWATX DLQ PRO-

WERKI SLOVNOJ GIPOTEZY H : P 2 P: eSTESTWENNO WOSPOLXZOWATXSQ

KAKOJ-LIBO OCENKOJ �̂n = �̂n(X
(n)) PARAMETRA � I RASSMOTRETX TESTO-

WU@ STATISTIKU

X̂2 = X2(�̂n) =
rX

i=1

(�i � npi(�̂n))
2

npi(�̂n)
:

pONQTNO, ^TO RASPREDELENIE STATISTIKI X̂2 MOVET ZAWISETX OT ME-

TODA OCENKI PARAMETRA �: oDNAKO, ESLI OPREDELITX OCENKU �̂n IZ USLO-

WIQ MINIMUMA SLU^AJNOJ FUNKCII X2(�); TO, KAK POKAZAL fI[ER,

PRI OPREDELENNYH USLOWIQH REGULQRNOSTI, KOTORYM UDOWLETWORQ@T

WSE RASSMOTRENNYE NAMI W KURSE tw WEROQTNOSTNYE MODELI, PREDELX-

NOE RASPREDELENIE STATISTIKI X̂2
ESTX HI-KWADRAT RASPREDELENIE

S r� s� 1 STEPENQMI SWOBODY. eSLI VE �̂n { OCENKA � PO METODU MAK-

SIMALXNOGO PRAWDOPODOBIQ, TO PREDELXNOE RASPREDELENIE X̂2; TAKVE

PRI USLOWIQH REGULQRNOSTI TIPA TEH, ^TO OBESPE^IWALI ASIMPTOTI-

^ESKU@ NORMALXNOSTX �̂n; IMEET FUNKCI@ RASPREDELENIQ K(x); DLQ

KOTOROJ SPRAWEDLIWA DWUSTORONNQQ OCENKA

Kr�1(x) � K(x) � Kr�s�1(x);
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PRI L@BOM x > 0:

dOKAZATELXSTWO \TIH UTWERVDENIJ DOSTATO^NO GROMOZDKO I MY

NE BUDEM IM ZANIMATXSQ IZ-ZA NEDOSTATKA WREMENI. iDEJNAQ STO-

RONA PROBLEMY NAM QSNA, I KOLX SKORO NAM SOOB]ILI RASPREDELE-

NIE TESTOWOJ STATISTIKI, TO MY MOVEM ISPOLXZOWATX EGO DLQ RAS-

^ETA KRITI^ESKOGO UROWNQ ZNA^IMOSTI. w SLU^AE OCENKI MAKSIMALX-

NOGO PRAWDOPODOBIQ, KOGDA MY RASPOLAGAEM DWUSTORONNEJ OCENKOJ

�KR:; REKOMENDUETSQ PRI OTKLONENII GIPOTEZY ORIENTIROWATXSQ NA

�KR: = 1 � Kr�1(x
2)

�
> 1�Kr�s�1(x

2)
�
; A W SLU^AE EE PRINQTIQ {

NA �KR: = 1�Kr�s�1(x
2)

�
< 1�Kr�1(x

2)
�
; ^TOBY UMENX[ITX RISK OT

PRINQTIQ NEPRAWILXNOGO RE[ENIQ.

kRITERIJ HI-KWADRAT QWLQETSQ NAIBOLEE UNIWERSALXNYM STATISTI-

^ESKIM METODOM TESTIROWANIQ WEROQTNOSTNOJ MODELI, POSKOLXKU PRE-

DELXNOE RASPREDELENIE STATISTIKI NE ZAWISIT OT RASPREDELENIQ NA-

BL@DAEMOJ SLU^AJNOJ WELI^INY DAVE W TOM SLU^AE, KOGDA \TO RASPRE-

DELENIE ZAWISIT OT PARAMETROW, ZNA^ENIE KOTORYH NEIZWESTNO.kRITE-

RIJ kOLMOGOROWA
p
nDn =

p
n supx jFn(x)�F (x) j > C; O KOTOROM GOWO-

RILOSX W NA^ALE x2, MOVNO ISPOLXZOWATX TOLXKO DLQ PROWERKI PROSTOJ
GIPOTEZY F (�) = F 0 (�) O WIDE FUNKCII RASPREDELENIQ. eSLI F 0 (x j �)
ZAWISIT OT PARAMETRA � I W STATISTIKU

p
nDn WMESTO F (x) PODSTAW-

LQETSQ F 0

�
x j �̂n(X (n))

�
; TO RASPREDELENIE MODIFICIROWANNOJ TAKIM

OBRAZOM STATISTIKI
p
nDn ZAWISIT KAK OT WIDA FUNKCII F 0; TAK I

OT PARAMETRA �: sU]ESTWUET, PRAWDA, NESKOLXKO SLU^AEW OSOBOJ SWQZI

MEVDU x I � W ZAPISI FUNKCII F 0; PRI NALI^II KOTOROJ RASPREDELENIE

TESTOWOJ STATISTIKI NE ZAWISIT OT �: |TO, NAPRIMER, TAKIE FUNKCII

RASPREDELENIQ S PARAMETRAMI MAS[TABA I SDWIGA, KAK NORMALXNOE I

POKAZATELXNOE. dLQ TESTIROWANIQ TAKIH RASPREDELENIJ SOSTAWLQ@TSQ

SPECIALXNYE TABLICY KRITI^ESKIH KONSTANT I KRITI^ESKIH UROWNEJ

ZNA^IMOSTI. sLEDUET ZAMETITX, ^TO PRQMOE ISPOLXZOWANIE KRITERIQ

kOLMOGOROWA S OCENKAMI NEIZWESTNYH ZNA^ENIJ PARAMETROW QWLQET-

SQ NAIBOLEE RASPROSTRANENNOJ O[IBKOJ W PRAKTI^ESKIH PRILOVENIQH

METODOW TESTIROWANIQ WEROQTNOSTNYH MODELEJ.

oBRATIMSQ TEPERX K PROWERKE GIPOTEZ, KASA@]IHSQ NE STOLXKO WIDA

RASPREDELENIQ NABL@DAEMYH SLU^AJNYH WELI^IN, SKOLXKO IH OSOBYH

SWOJSTW, NALI^IE KOTORYH POZWOLQET ZNA^ITELXNO UPROSTITX WEROQT-

NOSTNU@ MODELX I DOBITXSQ EE BOLEE ^ETKOJ SPECIFIKACII.
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20: kRITERIJ NEZAWISIMOSTI HI-KWADRAT (TABLICY SOPRQ-

VENNOSTI PRIZNAKOW). sLEDU@]AQ ZADA^A WYQWLENIQ ZAWISIMOS-

TI MEVDU OPREDELENNYMI PRIZNAKAMI NABL@DAEMYH OB_EKTOW ^ASTO

WOZNIKAET W PRAKTI^ESKIH PRILOVENIQH MATEMATI^ESKOJ STATISTIKI.

pREDPOLOVIM, ^TO MY SLU^AJNO WYBRALI n OSOBEJ IZ NEKOTOROJ \T-

NI^ESKOJ POPULQCII, I HOTIM WYQSNITX, SU]ESTWUET LI ZAWISIMOSTX

MEVDU CWETOM WOLOS I CWETOM GLAZ. mY RAZLI^AEM s � 2 UROWNEJ PER-

WOGO PRIZNAKA (NAPRIMER, BLONDIN, BR@NET, [ATEN I RYVIJ) I r � 2

UROWNEJ WTOROGO (NAPRIMER, KARIE, SERYE, GOLUBYE I ZELENYE). wSE n

OSOBEJ RAZBIWA@TSQ NA sr GRUPP W SOOTWETSTWII S NALI^IEM TEH ILI

INYH UROWNEJ KAVDOGO PRIZNAKA, I SOSTAWLQETSQ SLEDU@]AQ TABLICA

^ASTOT OSOBEJ W KAVDOJ GRUPPE.

pRIZNAKI 1 2 � � � s sUMMA

1 � 11 � 12 � � � � 1s � 1 �

2 � 21 � 22 � � � � 2s � 2 �
...

...
...

...
...

...

r � r1 � r2 � � � � rs � r �

sUMMA �
� 1 �

� 2 � � � �
� s n

tAKIE TABLICY, W KOTORYH SUMMY

� i � =
sX

j=1

� ij; �
� j =

rX
i=1

� ij;

NAZYWA@TSQ TABLICAMI SOPRQVENNOSTI PRIZNAKOW. tREBUETSQ PRO-

WERITX NULEWU@ GIPOTEZU O TOM, ^TO PEREMENNYE PRIZNAKI, PO KOTO-

RYM POSTROENA TABLICA, NEZAWISIMY. pOSTROIM WEROQTNOSTNU@ MO-

DELX, SOOTWETSTWU@]U@ TAKOGO RODA TABLI^NYM DANNYM I SOSTAWIM

STATISTIKU X2 DLQ PROWERKI GIPOTEZY NEZAWISIMOSTI.

pUSTX p ij { WEROQTNOSTX TOGO, ^TO SLU^AJNO OTOBRANNAQ OSOBX IME-

ET i-YJ UROWENX PO PERWOMU PRIZNAKU I j-YJ { PO WTOROMU, i =

1; : : : ; r; j = 1; : : : ; s: gIPOTEZA NEZAWISIMOSTI OZNA^AET, ^TO p ij =

p i � p � j; GDE

p i � =
sX

j=1

p ij; p
� j =

rX
i=1

p ij

8



PRI L@BYH i = 1; : : : ; r I j = 1; : : : ; s: dLQ PROWERKI GIPOTEZY NEZAWI-

SIMOSTI PREDLAGAETSQ ISPOLXZOWATX TESTOWU@ STATISTIKU

X2 =
X
i;j

(� ij � n p i � p � j)
2

n p i � p � j
; (1)

W KOTOROJ SUMMIROWANIE RASPROSTRANQETSQ NA WSE rs GRUPP TABLICY

SOPRQVENNOSTI PRIZNAKOW. pONQTNO, ^TO X2 QWLQETSQ TESTOWOJ STA-

TISTIKOJ TOLXKO W SLU^AE IZWESTNYH ZNA^ENIJ r + s � 2 PARAMETROW

p i �p � j; i = 1; : : : ; r; j = 1; : : : ; s (NAPOMNIM,
Pr

1 p i � =
Ps

1 p � j = 1; TAK

^TO S POMO]X@ \TIH SOOTNO[ENIJ DWA IZ r+s PARAMETROW, NAPRIMER,

p r � I p
� s; MOVNO WYRAZITX ^EREZ OSTALXNYE r + s � 2 PARAMETROW). w

\TOM SLU^AE X2 IMEET W PREDELE (n ! 1) HI-KWADRAT RASPREDELENIE

S rs� 1 STEPENQMI SWOBODY.

kONE^NO, WSQ PROBLEMA SOSTOIT W TOM, ^TO \TI PARAMETRY NEIZ-

WESTNY. oKAZYWAETSQ, OCENKI MAKSIMALXNOGO PRAWDOPODOBIQ

p̂ i � =
� i �

n
; p̂

� j =
�
� j

n
; i = 1; : : : ; r; j = 1; : : : ; s;

\TIH PARAMETROW ASIMPTOTI^ESKI \KWIWALENTNY OCENKAM PO METODU

MINIMUMA STATISTIKI X2; I PO\TOMU PODSTANOWKA W PRAWU@ ^ASTX (1)

\TIH OCENOK PRIWODIT K STATISTIKE

X̂2 = n
X
i;j

(� ij � � i � � � j=n)
2

� i � � � j
= n

0
@X

i;j

�2ij
� i � � � j

� 1

1
A ;

PREDELXNOE RASPREDELENIE KOTOROJ ESTX HI-KWADRAT S rs� (r+s�2)�
1 = (r � 1)(s� 1) STEPENQMI SWOBODY.

eSTESTWENNO, STATISTIKU X̂2 MOVNO ISPOLXZOWATX DLQ PROWERKI NE-

ZAWISIMOSTI KOMPONENT DWUMERNOGO WEKTORA (X; Y ), I PRI \TOM TAB-

LICA SOPRQVENNOSTI PREDSTAWLQET ^ASTOTNYE DANNYE DLQ POSTROENIQ

GISTOGRAMMY DWUMERNOJ WYBORKI (X1; Y1); : : : ; (Xn Yn): sOOTWETSTWU-

@]IM OBRAZOM NORMIROWANNAQ STATISTIKA X2 MOVET SLUVITX MEROJ

ZAWISIMOSTI PRIZNAKOW (ILI KOMPONENT X I Y SLU^AJNOGO WEKTORA).

30: kRITERIJ ODNORODNOSTI HI-KWADRAT. aNALIZIRU@TSQ DAN-

NYE s � 2 NEZAWISIMYH MULXTINOMIALXNYH SHEM ISPYTANIJ S ODINA-

KOWYM ^ISLOM r � 2 WOZMOVNYH ISHODOW I SOOTWETSTWU@]IMI OB_-

EMAMI n1; : : : ; ns NABL@DENIJ W KAVDOJ SHEME. pROWERQETSQ GIPOTEZA
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ODNORODNOSTI: WSE SHEMY ISPYTANIJ IME@T ODINAKOWYJ WEKTOR WE-

ROQTNOSTEJ p = (p1; : : : ; pr);
Xr

1
pi = 1; POQWLENIQ SOOTWETSTWU@]IH

ISHODOW, PRI^EM ZNA^ENIQ KOMPONENT WEKTORA p NE IZWESTNY. oBOZNA-

^AQ � ij ^ASTOTU POQWLENIQ i-GO ISHODA W j-OM ISPYTANII, PREDSTAWIM

DANNYE NABL@DENIJ W WIDE TABLICY, ANALOGI^NOJ TABLICE SOPRQVEN-

NOSTI PRIZNAKOW

ISH : n SHEM: 1 2 � � � s sUMMA

1 � 11 � 12 � � � � 1s � 1 �

2 � 21 � 22 � � � � 2s � 2 �
...

...
...

...
...

...

r � r1 � r2 � � � � rs � r �

sUMMA n 1 n 2 � � � n s n

sOSTAWIM SNA^ALA STATISTIKU HI-KWADRAT DLQ SLU^AQ IZWESTNOGO

WEKTORA WEROQTNOSTEJ p:

X2 =
sX

j=1

rX
i=1

(� ij � n j p i)
2

n j p i

:

wNUTRENNQQ SUMMA

X2
j =

rX
i=1

(� ij � n j p i)
2

n j p i

PREDSTAWLQET STATISTIKU HI-KWADRAT DLQ j-OJ SHEMY MULXTINOMIALX-

NYH ISPYTANIJ, I PO\TOMU IMEET W PREDELE (n ! 1) HI-KWADRAT

RASPREDELENIE S r � 1 STEPENQMI SWOBODY. sTATISTIKA X2 ESTX SUM-

MA s NEZAWISIMYH STATISTIK, KAVDAQ IZ KOTORYH IMEET PREDELXNOE

HI-KWADRAT RASPREDELENIE, TAK ^TO, W SILU TEOREMY SLOVENIQ, PRE-

DELXNOE RASPREDELENIE X2 ESTX HI-KWADRAT RASPREDELENIE S (r � 1)s

STEPENQMI SWOBODY.

w SLU^AE NEIZWESTNYH ZNA^ENIJ WEROQTNOSTEJ ISHODOW, KOTORYE PRI

SPRAWEDLIWOSTI NULEWOJ GIPOTEZY ODINAKOWY DLQ WSEH SHEM ISPYTA-

NIJ, ISPOLXZUEM IH OCENKI p̂ i = � i �=n; i = 1; : : : ; r; (WSEGO OCENIWAETSQ

r � 1 PARAMETR). pODSTANOWKA \TIH OCENOK W X2 DAET STATISTIKU

X̂2 = n
X
i;j

(� ij � n i � � j=n)
2

n i � � j
= n

0
@X

i;j

�2ij
n i � � j

� 1

1
A ;
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PREDELXNOE RASPREDELENIE KOTOROJ ESTX HI-KWADRAT S (r�1)s�(r�1) =

(r � 1)(s � 1) STEPENQMI SWOBODY. zAME^ATELEN TOT FAKT, ^TO MY PO-

LU^ILI TESTOWU@ STATISTIKU TAKOGO VE WIDA I S TEM VE PREDELXNYM

RASPREDELENIEM, ^TO I PRI PROWERKE GIPOTEZY NEZAWISIMOSTI PRIZNA-

KOW.

eSTESTWENNO, POSTROENNYJ KRITERIJ MOVNO ISPOLXZOWATX DLQ PRO-

WERKI GIPOTEZY ODNORODNOSTI RASPREDELENIJ, IZ KOTORYH IZWLEKA@T-

SQ s � 2 WYBOROK. wYBORO^NYE DANNYE PRI \TOM PODWERGA@TSQ GRUP-

PIROWKE W SOOTWETSTWII S ODINAKOWYM DLQ WSEH WYBOROK RAZBIENIEM

PROSTRANSTWA X NA r � 2 OBLASTEJ.
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