
x6. dOWERITELXNYE INTERWALY

lEKCIQ 9

mY RASSMOTRELI NESKOLXKO METODOW POSTROENIQ TO^E^NYH OCENOK

DLQ PARAMETROW, ZNA^ENIQ KOTORYH OPREDELQ@T RASPREDELENIE NABL@-

DAEMOJ SLU^AJNOJ WELI^INY. bYL POLU^EN RQD UTWERVDENIJ O RAS-

PREDELENII TAKIH OCENOK, ^TO POZWOLQET SUDITX O NADEVNOSTI OCENKI

PRI ZADANNOJ TO^NOSTI, TO ESTX WY^ISLQTX WEROQTNOSTI SOBYTIJ WIDA

j �̂n(X (n)) � � j � � PRI KAVDOM FIKSIROWANNOM ZNA^ENII PARAMETRA

�: pOSKOLXKU IMENNO ZNA^ENIE � NAM NEIZWESTNO, TO TAKOGO RODA WY-

^ISLENIQ ZA^ASTU@ LI[ENY PRAKTI^ESKOGO SMYSLA { SLI[KOM WELIK

RAZMAH W NADEVNOSTI OCENKI �̂n PRI RAZLI^NYH �; DAVE W SLU^AE, KOGDA

MY RASPOLAGAEM NEKOTOROJ APRIORNOJ INFORMACIEJ O WOZMOVNOJ OB-

LASTI ZNA^ENIJ \TOGO PARAMETRA. pO\TOMU W RQDE PRAKTI^ESKIH SITU-

ACIJ PYTA@TSQ RE[ATX OBRATNU@ ZADA^U: DLQ FIKSIROWANNOJ NADEV-

NOSTI, SKAVEM, 1��; GDE � MALO, UKAZATX NEKOTORU@ OBLASTX ZNA^ENIJ

�; ZAWISQ]U@, ESTESTWENNO, OT WYBORKI X (n); KOTORAQ S WEROQTNOSTX@,

NE MENX[EJ 1 � �; NAKRYWAET ISTINNOE, NEIZWESTNOE NAM ZNA^ENIE �;

PRI^EM TAKOE NADEVNOSTNOE UTWERVDENIE DOLVNO WYPOLNQTXSQ PRI

L@BYH � 2 �: w TAKOM SLU^AE PO RAZMERAM OBLASTI, KOTORYE OPRE-

DELQ@TSQ WYBORO^NYMI ZNA^ENIQMI x(n); MOVNO SUDITX O TO^NOSTI

TAKOJ INTERWALXNOJ OCENKI.

oPREDELENIE 6.1. pODMNOVESTWO �n = �n(X
(n)) PARAMETRI^ES-

KOGO PROSTRANSTWA � NAZYWAETSQ (1 � �)-DOWERITELXNOJ OBLASTX@,

ESLI

P �

�
�n(X

(n)) 3 �
�
� 1 � �; (1)

KAKOWO BY NI BYLO ZNA^ENIE � 2 �: zADANNOE (FIKSIROWANNOE) ZNA^E-

NIE 1 � � NAZYWAETSQ DOWERITELXNYM UROWNEM, A NAIMENX[EE ZNA-

^ENIE LEWOJ ^ASTI NERAWENSTWA (1) PO WSEM � 2 � { DOWERITELX-

NYM KO\FFICIENTOM. w SLU^AE � � R DOWERITELXNAQ OBLASTX WIDA

�n =
�
� n(X

(n)); � n(X
(n))

�
NAZYWAETSQ DOWERITELXNYM INTERWALOM, W

KOTOROM RAZLI^A@TSQ NIVNIJ � n I WERHNIJ � n DOWERITELXNYE PREDE-

LY. dOWERITELXNYE INTERWALY WIDA (� n; 1) I (�1; �n) NAZYWA@TSQ

SOOTWETSTWENNO NIVNEJ I WERHNEJ DOWERITELXNYMI GRANICAMI.

eSTESTWENNO, KONFIGURACIQ DOWERITELXNOJ OBLASTI WYBIRAETSQ

STATISTIKOM, SOOBRAZUQSX S EE GEOMETRI^ESKOJ NAGLQDNOSTX@ I, GLAW-

NOE, WOZMOVNOSTX@ GARANTIROWATX DOWERITELXNU@ WEROQTNOSTX. w
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SLU^AE SKALQRNOGO PARAMETRA DOWERITELXNAQ OBLASTX OBY^NO WYBI-

RAETSQ W WIDE INTERWALA, PRI^EM W RQDE SLU^AEW, NAPRIMER, PRI OCEN-

KE NADEVNOSTI ILI WEROQTNOSTI NEVELATELXNOGO SOBYTIQ, W WIDE OD-

NOSTORONNEGO INTERWALA. w SLU^AE MNOGOMERNOGO PARAMETRA OBY^NO

STROQTSQ DOWERITELXNYE \LLIPSOIDY ILI PARALLELEPIPEDY.

sLEDUET OBRATITX OSOBOE WNIMANIE NA PRAWILXNU@ FORMULIROWKU

DOWERITELXNOGO UTWERVDENIQ, KOTORAQ POD^ERKIWAETSQ W NERAWENSTWE

(1) ZAPISX@ �n(X
(n)) 3 � WMESTO OBY^NOGO �n(X

(n)) 2 �: gOWORITX,

^TO ZNA^ENIE PARAMETRA � S WEROQTNOSTX@, NE MENX[EJ 1��; PRINAD-

LEVIT OBLASTI �n; ZNA^IT SOZNATELXNO WWODITX TRUDQ]IHSQ NA NIWE

PRIKLADNOJ STATISTIKI W ZABLUVDENIE. dELO W TOM, ^TO ZNA^ENIE PA-

RAMETRA � W DANNOJ WEROQTNOSTNOJ MODELI NE QWLQETSQ SLU^AJNOJ WE-

LI^INOJ, \TO POSTOQNNAQ, SWOJSTWENNAQ ISSLEDUEMOMU OB_EKTU, A PO-

STOQNNAQ PRINADLEVIT KAKOJ-LIBO OBLASTI TOLXKO S WEROQTNOSTX@

EDINICA ILI NOLX. wSQ SLU^AJNOSTX ZAKL@^ENA W SAMOJ DOWERITELX-

NOJ OBLASTI �n(X
(n)); I PO\TOMU PRAWILXNOE DOWERITELXNOE UTWERV-

DENIE GLASIT: OBLASTX �n(X
(n)) S WEROQTNOSTX@, NE MENX[EJ 1 � �;

NAKRYWAET ISTINNOE (NEIZWESTNOE) ZNA^ENIE �:

w SAMOM NA^ALE NA[EGO KURSA MATEMATI^ESKOJ STATISTIKI W PRIME-

RE 1.1 S OPREDELENIEM SODERVANIQ OB]EJ SERY W DIZELXNOM TOPLIWE MY

STROILI DOWERITELXNYJ INTERWAL FIKSIROWANNOJ [IRINY DLQ SRED-

NEGO ZNA^ENIQ NORMALXNOGO RASPREDELENIQ, KOGDA ZANIMALISX PLANI-

ROWANIEM OB_EMA ISPYTANIJ, NEOBHODIMOGO DLQ DOSTIVENIQ ZADANNOJ

TO^NOSTI I NADEVNOSTI OCENKI. rASSMOTRIM E]E RAZ \TOT PRIMER W

SWETE WWEDENNYH PONQTIJ INTERWALXNOJ OCENKI PARAMETRA.

10: dOWERITELXNYJ INTERWAL DLQ SREDNEGO ZNA^ENIQ NOR-

MALXNOGO RASPREDELENIQ PRI IZWESTNOJ DISPERSII. iTAK, W

PRIMERE 1.1 MY IMELI DELO S WYBORKOJ X (n) IZ NORMALXNOGO (�; �)

RASPREDELENIQ, PRI^EM ZNA^ENIE PARAMETRA � NAM BYLO IZWESTNO, TAK

^TO W KA^ESTWE NEIZWESTNOGO PARAMETRA � WYSTUPALO �: nA[A ZADA-

^A SOSTOIT W POSTROENII TAKOGO INTERWALA
�
�

n
(X (n)); �n(X

(n))
�
; ^TO

P�

�
�

n
� � � �

n

�
� 1� �; PRI L@BOM ZNA^ENII � 2 R:

nAPOMNIM, ^TO W \TOM PRIMERE OCENKOJ � SLUVILO WYBORO^NOE

SREDNEE X { NESME]ENNAQ OCENKA � S MINIMALXNYM KWADRATI^NYM

RISKOM. |TA LINEJNAQ OCENKA OBLADAET ZAME^ATELXNYM SWOJSTWOM IN-

WARIANTNOSTI: RASPREDELENIE RAZNOSTI X � � NE ZAWISIT OT �; I \TO
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OBSTOQTELXSTWO PODSKAZYWAET NAM PUTX K POSTROENI@ DOWERITELXNOGO

INTERWALA. dEJSTWITELXNO,

P

0
@ jX � � j

�

p
n � �

1
A = 2�(�)� 1;

I ESLI POLOVITX � RAWNYM KORN@ URAWNENIQ 2�(�) � 1 = 1 � �; TO

ESTX WYBRATX � = �� = ��1(1� �=2); TO INTERWAL (X � ���=
p
n; X +

���=
p
n) BUDET (1� �)-DOWERITELXNYM INTERWALOM DLQ SREDNEGO ZNA-

^ENIQ � NORMALXNOGO (�; �2) RASPREDELENIQ PRI IZWESTNOJ DISPERSII

�2:

w \TOM PROSTEJ[EM PRIMERE NA POSTROENIE DOWERITELXNOGO INTER-

WALA KL@^EWYM MOMENTOM BYLO ISPOLXZOWANIE INWARIANTNOJ SLU^AJ-

NOJ FUNKCII �̂n�� OT OCENKI �̂n = X I PARAMETRA � = �: w PRINCIPE,

IMENNO NA PODOBNOM WYBORE OPORNOJ FUNKCII H(�̂n; �) S PODHODQ]EJ

OCENKOJ �̂n PARAMETRA � OSNOWANY ISTORI^ESKI PERWYE METODY PO-

STROENIQ DOWERITELXNYH INTERWALOW I MNOVESTW. oPORNAQ FUNKCIQ

H( �; � ) PODBIRAETSQ TAKIM OBRAZOM, ^TOBY ONA BYLA MONOTONNO WOZ-

RASTA@]EJ FUNKCIEJ WTOROGO ARGUMENTA �; I PRI \TOM WEROQTNOSTX

P �

�
H(�̂n(X

(n)); �) � �
�
DLQ NEKOTORYH ZNA^ENIJ � DOLVNA OSTAWATXSQ

DOSTATO^NO WYSOKOJ (BLIZKOJ K EDINICE), KAKOWO BY NI BYLO ZNA^E-

NIE � 2 �: mY PROILL@STRIRUEM \TOT METOD POSTROENIQ DOWERITELX-

NYH INTERWALOW S POMO]X@ PODBORA INWARIANTNYH OPORNYH FUNKCIJ

NA PRIMERE NORMALXNOGO (�; �2) RASPREDELENIQ, STROQ DOWERITELXNYE

INTERWALY DLQ KAVDOGO IZ PARAMETROW PRI IZWESTNOM I NEIZWESTNOM

ZNA^ENIQH DRUGOGO (\ME[A@]EGO") PARAMETRA.

20: wERHNQQ DOWERITELXNAQ GRANICA DLQ DISPERSII NOR-

MALXNOGO RASPREDELENIQ PRI IZWESTNOM SREDNEM. pRI WYBORE

IZ NORMALXNOGO (�; �2) RASPREDELENIQ S IZWESTNYM SREDNIM ZNA^ENI-

EM � METOD MAKSIMALXNOGO PRAWDOPODOBIQ PRIWODIT K NESME]ENNOJ

OCENKE �̂2
n
= n�1

Xn

1
(Xk � �)2 PARAMETRA �2: iSPOLXZUQ REZULXTATY

PREDYDU]EGO PARAGRAFA, NETRUDNO POKAZATX, ^TO �̂2
n
ESTX NESME]EN-

NAQ OCENKA S RAWNOMERNO MINIMALXNYM RISKOM.

pOSKOLXKU, W ^EM MY NEODNOKRATNO UBEVDALISX, Yk = (Xk��)=� �
N (0; 1); k = 1; : : : ; n; TO ESTESTWENNO RASSMOTRETX W KA^ESTWE OPORNOJ

FUNKCI@ H(�̂2
n
; �2) = ��2

Xn

1(Xk � �)2: nAJDEM EE RASPREDELENIE.
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lEMMA 6.1. eSLI Y1; : : : ; Yn NEZAWISIMY I ODINAKOWO RASPREDELENY

PO STANDARTNOMU NORMALXNOMU ZAKONUN (0; 1); TO
Xn

1 Y
2
k
IMEET GAMMA-

RASPREDELENIE G(n=2; 2):

dOK A Z A T E L X ST WO.. pOKAVEM, ^TO Y 2; GDE Y � N (0; 1); IME-

ET GAMMA-RASPREDELENIE G(1=2; 2); POSLE ^EGO PROSTO WOSPOLXZUEMSQ

TEOREMOJ SLOVENIQ DLQ GAMMA-RASPREDELENIQ (SM. PREDLOVENIE 12.2,

PUNKT 50 KURSA tw). fUNKCIQ RASPREDELENIQ Y 2 WY^ISLQETSQ PO FOR-

MULE F (x) = P (Y 2 < x) = P (�px < Y <
p
x) = �(

p
x) � �(�px) =

2�(
p
x) � 1; TAK ^TO EE FUNKCIQ PLOTNOSTI

f(x) =
d

dx

2
664 2p

2�

p
xZ

�1
exp

8<
:�t

2

2

9=
;� 1

3
775 = 1

21=2�(1=2)
x1=2�1e�x=2;

POSKOLXKU �(1=2) =
p
�: mY WIDIM, ^TO \TO { FUNKCIQ PLOTNOSTI

GAMMA-RASPREDELENIQ G(1=2; 2) S PARAMETROM FORMY � = 1=2 I PARA-

METROM MAS[TABA a = 2; OTKUDA, KAK BYLO ZAME^ENO WY[E, NEMEDLENNO

SLEDUET UTWERVDENIE LEMMY.

gAMMA-RASPREDELENIE G(n=2; 2) O^ENX ^ASTO ISPOLXZUETSQ W RAZ-

LI^NYH ZADA^AH MATEMATI^ESKOJ STATISTIKI, I ONO POQWILOSX RANX-

[E, ^EM GAMMA-RASPREDELENIE G(�; a) OB]EGO WIDA, POD NAZWANIEM HI-

KWADRAT RASPREDELENIE S n STEPENQMI SWOBODY. fUNKCIQ RASPREDE-

LENIQ HI-KWADRAT OBY^NO OBOZNA^AETSQ Kn(x); x > 0; A ^TO KASAETSQ

TERMINA \STEPENI SWOBODY", TO EGO SMYSL PROQSNITSQ PO MERE DRUGIH

PRIMENENIJ HI-KWADRAT RASPREDELENIQ.

tEPERX MY MOVEM PEREJTI K NA[EJ OSNOWNOJ ZADA^E { POSTROENI@

DOWERITELXNYH GRANIC DLQ �2: eSLI OBRATITXSQ K PRAKTI^ESKOJ STO-

RONE \TOJ PROBLEMY (SM. W SWQZI S \TIM PRIMER 1.1), TO LEGKO PONQTX,

^TO STATISTIKA DOLVNA INTERESOWATX TOLXKO WERHNQQ (A NE DWUSTO-

RONNQQ) GRANICA �2; NA KOTORU@ ON BUDET ORIENTIROWATXSQ, ^TOBY

OBEZOPASITX SEBQ OT GRUBYH O[IBOK PRI PLANIROWANII STATISTI^ES-

KOGO \KSPERIMENTA. tAKIM OBRAZOM, MY DOLVNY SFORMULIROWATX DO-

WERITELXNOE UTWERVDENIE W FORME �2 � � 2
n
: pONQTNO, ^TO NIVNQQ

DOWERITELXNAQ GRANICA I DWUSTORONNIE GRANICY (DOWERITELXNYJ IN-

TERWAL), KOLX SKORO ONI KOMU-TO POTREBU@TSQ, STROQTSQ ANALOGI^NYM

OBRAZOM.

w RAMKAH TAKOJ FORMULIROWKI ZADA^I, MY DOLVNY RASSMOTRETX
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SOBYTIE

A� =

8<
:H(�̂2n; �

2) =

Xn

1(Xk � �)2

�2
� �

9=
; ;

WYBIRAQ � IZ USLOWIQ P�;�(A�) = 1��: kAK MY TOLXKO ^TO WYQSNILI,

\TA WEROQTNOSTX NE ZAWISIT OT � I �; I W SILU LEMMY 6.1 POSTOQNNAQ

� OPREDELQETSQ KWANTILX@ HI-KWADRAT RASPREDELENIQ S n STEPENQMI

SWOBODY { KORNEM URAWNENIQ 1�Kn(�) = 1��: sLEDOWATELXNO, WERHNQQ
(1��)-DOWERITELXNAQ GRANICA DLQ �2 RAWNA

Pn

1(Xk��)2=K�1(�); GDE,

W SOOTWETSTWII S NA[IMI STANDARTNYMI OBOZNA^ENIQMI, K�1(�) ESTX

�-KWANTILX HI-KWADRAT RASPREDELENIQ S n STEPENQMI SWOBODY.

iSPOLXZUEMYE W RASSMOTRENNYH PRIMERAH METODY PODBORA OPOR-

NYH FUNKCIJ, OSNOWANNYE NA PRINCIPE INWARIANTNOSTI STATISTIK

(OCENOK PARAMETROW � I �2) OTNOSITELXNO LINEJNYH PREOBRAZOWANIJ,

POZWOLQ@T ANALOGI^NYM OBRAZOM PODBIRATX TAKIE FUNKCII I W SLU-

^AE NEIZWESTNYH ZNA^ENIJ ME[A@]EGO PARAMETRA. tAK, ESLI RASSMAT-

RIWAETSQ ZADA^A POSTROENIQ DOWERITELXNYH GRANIC DLQ �2 PRI NEIZ-

WESTNOM �; TO ESTESTWENNO OBRATITXSQ K OCENKE S2 = n�1
Xn

1(Xk�X)2

PARAMETRA �2; ZAME^AQ, ^TO EE RASPREDELENIE NE ZAWISIT OT �; POSKOLX-

KU KAVDAQ IZ RAZNOSTEJ Xk � X INWARIANTNA OTNOSITELXNO SDWIGA,

KOGDA Xk ZAMENQETSQ NA Xk � �; k = 1; : : : ; n: eSLI RAZDELITX \TI

RAZNOSTI NA �; TO MY POLU^IM SLU^AJNYE WELI^INY, RASPREDELENIE

KOTORYH NE ZAWISIT KAK OT �; TAK I OT �; I TAKIM OBRAZOM MY PRIHO-

DIM K INWARIANTNOJ OPORNOJ FUNKCII H(S2; �2) = S2=�2: dLQ WYWODA

RASPREDELENIQ \TOJ FUNKCII MOVNO OBRATITXSQ K NORMALXNYM (0, 1)

SLU^AJNYM WELI^INAM Yk = (Xk��)=�; k = 1; : : : ; n; POSKOLXKU, W ^EM

LEGKO UBEDITXSQ, H(S2; �2) = n�1
Xn

1(Yk � Y )2:

eSLI OBRATITXSQ K ZADA^E DOWERITELXNOJ INTERWALXNOJ OCENKI �

PRI NEIZWESTNOM ZNA^ENII �; TO ZDESX INWARIANTNU@ OPORNU@ FUNK-

CI@ MOVNO POSTROITX, KOMBINIRUQ EE IZ OPORNYH FUNKCIJ ZADA^ 10 I

20: kAK MY WIDELI PRI RE[ENII \TIH ZADA^, RASPREDELENIQ SLU^AJNYH

WELI^IN (X � �)=� I S=� NE ZAWISQT OT � I �; I PO\TOMU W KA^EST-

WE OPORNOJ FUNKCII PRI INTERWALXNOJ OCENKE � MOVNO ISPOLXZOWATX

OPORNU@ FUNKCI@, OPREDELQEMU@ OTNO[ENIEM \TIH WELI^IN, TO ESTX

FUNKCI@ jX � � j=S:
oDNAKO DLQ POSTROENIQ DOWERITELXNYH INTERWALOW NA OSNOWE TA-

KIH FUNKCIJ NAM NEOBHODIMO NAJTI SOWMESTNOE RASPREDELENIE STA-

TISTIK X I S2: mY POLU^IM \TO RASPREDELENIE W SLEDU@]EJ LEKCII,
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SFORMULIROWAW EGO W WIDE UTWERVDENIQ, IZWESTNOGO W MATEMATI^ESKOJ

STATISTIKE KAK LEMMA fI[ERA.

lEKCIQ 10

tEOREMA 6.1. w SLU^AE WYBORA IZ NORMALXNOGO (�; �2 RASPREDELE-

NIQ STATISTIKIX I S2 NEZAWISIMY, X � N (�; �2=n); A nS2=�2 � �2
n�1

(IMEET HI-KWADRAT RASPREDELENIE S n� 1 STEPENX@ SWOBODY).

dOK A Z A T E L X ST WO.. pUSTX Y1; : : : ; Yn { SLU^AJNAQ WYBORKA IZ

STANDARTNOGO NORMALXNOGO RASPREDELENIQ N (0; 1): pOKAVEM, ^TO STA-

TISTIKI

Y =
1

n

nX
k=1

Yk I SY =
nX

k=1

(Yk � Y )2

NEZAWISIMY, Y � N (0; 1=n); A SY � �2
n�1: tOGDA UTWERVDENIE TEORE-

MY BUDET SLEDOWATX IZ TOGO FAKTA, ^TO �Yk + � IME@T TO VE RASPRE-

DELENIE, ^TO I Xk; k = 1; : : : ; n; I, SLEDOWATELXNO, RASPREDELENIE X

SOWPADAET S RASPREDELENIEM �Y + �; A RASPREDELENIE SY { S RASPRE-

DELENIEM nS2=�2:

wWEDEM SLU^AJNYE WELI^INY

Zk =
nX
i=1

ckiYi; k = 1; : : : ; n;

KOTORYE OPREDELQ@TSQ ZADANIEM MATRICY C = k cki k LINEJNYH PRE-
OBRAZOWANIJ SLU^AJNYH WELI^IN Y1; : : : ; Yn: pUSTX \LEMENTY PERWOJ

STROKI \TOJ MATRICY c11 = : : : = c1n = 1=
p
n; A OSTALXNYE \LEMENTY

MATRICY C WYBEREM TAK, ^TOBY PROIZWEDENIE C NA TRANSPONIROWAN-

NU@ MATRICU C0 BYLO EDINI^NOJ MATRICEJ: CC0 = I: kAK IZWESTNO,

TAKOJ WYBOR C WOZMOVEN, I POLU^ENNAQ TAKIM OBRAZOM MATRICA NAZY-

WAETSQ ORTONORMIROWANNOJ. sLU^AJNYE WELI^INY Z1; : : : ; Zn RASPRE-

DELENY W SOOTWETSTWII S n-MERNYM NORMALXNYM ZAKONOM, DLQ SPECI-

FIKACII KOTOROGO DOSTATO^NO NAJTI WEKTOR SREDNIH ZNA^ENIJ \TIH

WELI^IN I MATRICU IH KOWARIACIJ.

sREDNIE ZNA^ENIQ

mk = EZk = E

nX
i=1

ckiYk =
nX
i=1

ckiEYk = 0; k = 1; : : : ; n:
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dALEE, POSKOLXKU SREDNIE ZNA^ENIQ RAWNY NUL@, KOWARIACII \TIH

SLU^AJNYH WELI^IN

cov(Zk; Zj) = E(Zk �mk)(Zj �mj) = EZkZj = E

nX
i=1

ckiYi �
nX
i=1

cjiYi =

E

nX
i=1

ckicjiY
2
i
+E

nX
i6=l

ckicjlYiYl:

eSLI ZANESTI MATEMATI^ESKIE OVIDANIQ POD ZNAKI SUMM I WSPOMNITX,

^TO Y1; : : : ; Yn NEZAWISIMY, EYi = 0; EY 2
i

= DYi = 1; A PRI i 6= l

SREDNIE ZNA^ENIQ EYiYl = EYiEYl = 0; TO POLU^IM, ^TO

cov(Zk; Zj) =
nX

i=1
ckicji; k; j = 1; : : : ; n:

pOSKOLXKU DLQ ORTONORMIROWANNOJ MATRICY POSLEDNQQ SUMMA RAWNA

NUL@, ESLI k 6= j; I RAWNA EDINICE, ESLI k = j; TO MY PRIHODIM K ZA-

KL@^ENI@, ^TO Z1; : : : ; Zn NEZAWISIMY I ODINAKOWO RASPREDELENY PO

STANDARTNOMU NORMALXNOMU ZAKONU N (0; 1): tAKIM OBRAZOM, ORTONOR-

MIROWANNYE PREOBRAZOWANIQ SLU^AJNYH WELI^IN Y1; : : : ; Yn NE IZMENI-

LI IH SOWMESTNOE RASPREDELENIE.

tEPERX PREDSTAWIM NA[I STATISTIKI Y I SY W TERMINAH SLU^AJ-

NYH WELI^IN Z1; : : : ; Zn: pOSKOLXKU

Z1 =
nX
i=1

c1iYi =
1p
n

nX
i=1

Yi;

TO Y = Z1=
p
n: dALEE, ORTONORMIROWANNOE LINEJNOE PREOBRAZOWANIE

SOHRANQET SUMMU KWADRATOW KOMPONENT PREOBRAZUEMOGO WEKTORA, TO

ESTX
Xn

1 Z
2
k =

Xn

1 Y
2
k : sLEDOWATELXNO, STATISTIKA SY W NOWYH PERE-

MENNYH PRIOBRETAET WID

SY

n
=

1

n

nX
1
Y 2
k
� Y

2
=

1

n

nX
1
Z2
k
� Z2

1

n
=

1

n

nX
2
Z2
k
:

iTAK, RASPREDELENIE Y SOWPADAET S RASPREDELENIEM Z1=
p
n; A RAS-

PREDELENIE SY { S RASPREDELENIEM SUMMY KWADRATOW n�1 NEZAWISIMYH
W SOWOKUPNOSTI I NEZAWISQ]IH OT Z1 NORMALXNYH (0; 1) SLU^AJNYH WE-

LI^IN. sLEDOWATELXNO, Y I SY NEZAWISIMY, Y � N (0; 1=n); SY � �2
n�1

(SM. LEMMU 6.1), I \LEMMA fI[ERA" DOKAZANA.
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uSTANOWIW SOWMESTNOE RASPREDELENIE WYBORO^NOGO SREDNEGO I WY-

BORO^NOJ DISPERSII W SLU^AE WYBORA IZ NORMALXNOGO RASPREDELENIQ,

MY MOVEM PRISTUPITX K POSTROENI@ DOWERITELXNYH INTERWALOW DLQ

KAVDOGO IZ PARAMETROW � I � PRI NEIZWESTNOM ZNA^ENII DRUGOGO PA-

RAMETRA.

30: wERHNQQ DOWERITELXNAQ GRANICA DLQ DISPERSII NOR-

MALXNOGO RASPREDELENIQ PRI NEIZWESTNOM SREDNEM. |TA GRA-

NICA NAHODITSQ NAIBOLEE PROSTO, POSKOLXKU RASPREDELENIE OPORNOJ

FUNKCII

nS2

�2
=

Xn

1(Xk �X)2

�2
=

nX
k=1

0
@Xk � �

�
� 1

n

nX
i=1

Xi � �

�

1
A2 = nX

1
(Yk � Y )2

(2)

ESTX HI-KWADRAT RASPREDELENIE S n�1 STEPENX@ SWOBODY (SM. TEOREMU

6.1). sLEDOWATELXNO, WERHNQQ (1 � �)-DOWERITELXNAQ GRANICA OPREDE-

LQETSQ KWANTILX@ �� = K�1(�) HI-KWADRAT RASPREDELENIQ { KORNEM

URAWNENIQ

P (nS2=�2 � �) = 1�Kn�1(�) = 1� �;

I DOWERITELXNOE UTWERVDENIE �2 � � 2
n = nS2=K�1

n�1(�) WYPOLNQETSQ S

ZADANNOJ WEROQTNOSTX@ 1� �:

40: dOWERITELXNYJ INTERWAL DLQ SREDNEGO ZNA^ENIQ NOR-

MALXNOGO RASPREDELENIQ PRI NEIZWESTNOJ DISPERSII. w \TOJ

ZADA^E MY IMEEM DELO S DWUSTORONNIMI DOWERITELXNYMI GRANICA-

MI (DOWERITELXNYM INTERWALOM), I W SOOTWETSTWII S WYBOROM OPOR-

NOJ FUNKCII jX � � j=S; O KOTOROJ MY GOWORILI PERED DOKAZATELXST-

WOM TEOREMY 6.1, NAM POTREBUETSQ ZNANIE WEROQTNOSTI SOBYTIQ WIDA

jX � � j=S � �:

w NA^ALE XIX WEKA ANGLIJSKIJ MATEMATIK w.gOSSET, PISAW[IJ POD

PSEWDONIMOM \sTX@DENT" (Student), NA[EL RASPREDELENIE SLU^AJNOJ

WELI^INY T� = �
p
�=
q
�2
�
; GDE � � N (0; 1); A �2

�
{ SLU^AJNAQ WELI-

^INA, NE ZAWISQ]AQ OT � I RASPREDELENNAQ PO ZAKONU HI-KWADRAT S �

STEPENQMI SWOBODY. eSTESTWENNO, EGO ISSLEDOWANIQ BYLI SWQZANY S

PROBLEMAMI STATISTI^ESKOGO WYWODA O SREDNEM ZNA^ENII � NORMALX-

NOGO RASPREDELENIQ PRI NEIZWESTNOJ DISPERSII, I sTX@DENT ISKAL

RASPREDELENIE OPORNOJ FUNKCII (SM. (2) W SWQZI S PEREHODOM W ZAPISI
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OPORNOJ FUNKCII W TERMINAH Xk K Yk)

H =
X � �

S

p
n� 1 =

1p
n

Xn

1 YkrXn

1(Yk � Y )2

p
n � 1;

Yk =
Xk � �

�
� N (0; 1); k = 1; : : : ; n;

KOTORAQ OTLI^AETSQ OT WYBRANNOJ NAMI OPORNOJ FUNKCII TOLXKO MNO-

VITELEM
p
n � 1; I PO\TOMU TAKVE MOVET BYTX ISPOLXZOWANA W POSTRO-

ENII DOWERITELXNOGO INTERWALA DLQ � PRI NEIZWESTNOM �: tO, ^TO

RASPREDELENIQ T� I H SOWPADA@T, SLEDUET IZ TEOREMY 6.1: SLU^AJ-

NAQ WELI^INA W ZNAMENATELE � =
Xn

1 Yk=
p
n � N (0; 1) NE ZAWISIT OTXn

1(Yk � Y )2 � �2
n�1; RAZDELIW KOTORU@ NA ZNA^ENIE STEPENI SWOBODY

n� 1; POLU^AEM 1
�
�2
�
S � = n� 1:

nAJDEM RASPREDELENIE SLU^AJNOJ WELI^INY T; KOTOROE NAZYWAETSQ

RASPREDELENIEM sTX@DENTA S � STEPENQMI SWOBODY ILI

t-RASPREDELENIEM. sOWMESTNAQ FUNKCIQ PLOTNOSTI NEZAWISIMYH SLU-

^AJNYH WELI^IN � I � = �2
�
RAWNA

f(u; v) =
1p
2�

exp

8<
:�

u2

2

9=
;

1

2�=2�(�=2)
v�=2�1 exp

(
�v
2

)
;

TAK ^TO FUNKCIQ RASPREDELENIQ SLU^AJNOJ WELI^INY T�

S�(x) = P (�
q
�=� < x) =

Z
u
p
�<

Z
p
vx

f(u; v) du dv =
1Z
0

dv

x

p
v=�Z

�1
f(u; v) du:

dIFFERENCIRUQ \TO WYRAVENIE PO x; NAHODIM FUNKCI@ PLOTNOSTI

RASPREDELENIQ sTX@DENTA

s�(x) =
1Z
0

q
v=�f(x

q
v=�; v) dv =

1p
��2(�+1)=2�(�=2)

1Z
0

v
�+1

2
�1 exp

8<
:�v2

0
@1 + x2

�

1
A
9=
; dv =

=
1p
��

�
�
�+1
2

�
�
�
�

2

�
0
@1 + x2

�

1
A�

�+1

2

:
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wID POLU^ENNOJ FUNKCII PLOTNOSTI GOWORIT O TOM, ^TO RASPRE-

DELENIE sTX@DENTA MOVNO TRAKTOWATX KAK OBOB]ENIE STANDARTNOGO

(a = 0; b = 1) RASPREDELENIQ kO[I C(a; b); KOTOROE POLU^AETSQ IZ

RASPREDELENIQ sTX@DENTA PRI ^ISLE STEPENEJ SWOBODY � = 1: |TO

SIMMETRI^NOE RASPREDELENIE, I PO\TOMU S�(�x) = 1� S�(x); ^TO POZ-

WOLQET NAM DOWOLXNO PROSTO POSTROITX DOWERITELXNYJ INTERWAL DLQ

� S POMO]X@ KWANTILI RASPREDELENIQ Sn�1(�) :

P (jTn�1 j � t) = Sn�1(t) � Sn�1(�t) = 2Sn�1(t) � 1 = 1� �;

OTKUDA t� = S�1n�1(1 � �=2); I (1 � �)-DOWERITELXNYJ INTERWAL DLQ �

OPREDELQETSQ PREDELAMI X � St�=
p
n � 1:

iTAK, MY POSTROILI DOWERITELXNYE PREDELY DLQ PARAMETROW � I

�2 NORMALXNOGO RASPREDELENIQ. tABLICY NORMALXNOGO, HI-KWADRAT I

STX@DENTSKOGO RASPREDELENIJ, A TAKVE KWANTILEJ \TIH RASPREDELE-

NIJ, NEOBHODIMYE DLQ ^ISLENNOJ REALIZACII DOWERITELXNYH OCENOK,

SMOTRITE W KNIGE bOLX[EW l.n., sMIRNOW n.w. tABLICY MATEMATI-

^ESKOJ STATISTIKI,m.: nAUKA, 1983, KOTORAQ W DALXNEJ[EM BUDET CI-

TIROWATXSQ KAK tms. e]E RAZ OTMETIM, ^TO WOZMOVNOSTX DOWERI-

TELXNOJ OCENKI \TIH PARAMETROW OPREDELQLASX, W OSNOWNOM, INWARI-

ANTNOSTX@ SEMEJSTWA NORMALXNYH RASPREDELENIJ OTNOSITELXNO LI-

NEJNOJ GRUPPY PREOBRAZOWANIJ. tO^NO TAK VE MY MOVEM POSTROITX

DOWERITELXNYE PREDELY DLQ PARAMETRA � POKAZATELXNOGO RASPREDELE-

NIQ ILI DLQ PARAMETRA MAS[TABA GAMMA RASPREDELENIQ PRI IZWESTNOM

PARAMETRE FORMY; MY WERNEMSQ K \TIM ZADA^AM POZDNEE PRI OBSUVDE-

NII PROBLEMY OPTIMIZACII DOWERITELXNOJ OCENKI. ~TO VE KASAETSQ

DRUGIH RASPREDELENIJ, TO ZDESX PROBLEMA OSLOVNQETSQ OTSUTSTWIEM

INWARIANTNYH OPORNYH FUNKCIJ I NEWOZMOVNOSTX@ POLU^ITX RAS-

PREDELENIE OCENOK PARAMETRA, DLQ KOTOROGO STROQTSQ DOWERITELXNYE

PREDELY, W QWNOM WIDE. tEM NE MENEE SU]ESTWUET DOSTATO^NO OB]IJ

PODHOD K DANNOJ PROBLEME, OSNOWANNYJ NA ASIMPTOTI^ESKOJ NORMALX-

NOSTI RASPREDELENIQ OCENOK PO METODU MOMENTOW ILI METODU MAKSI-

MALXNOGO PRAWDOPODOBIQ.

pUSTX �̂n = �̂n(X
(n)) { ASIMPTOTI^ESKI NORMALXNAQ SO SREDNIM �

I DISPERSIEJ �2(�)=n OCENKA PARAMETRA � (NAPRIMER, PRI OPREDELEN-

NYH USLOWIQH REGULQRNOSTI (SM. TEOREMU 4.2) OCENKA MAKSIMALXNOGO

PRAWDOPODOBIQ ASIMPTOTI^ESKI NORMALXNA SO SREDNIM � I DISPERSIEJ
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[nI(�) ]�1). tOGDA PRI n!1 WEROQTNOSTX

P �

0
@j �̂n � � j

�(�)

p
n � ��

1
A �! 1� �;

PRI L@BOM � 2 �; ESLI �� = ��1(1 � �=2); I MY POLU^AEM ASIMPTO-

TI^ESKI (1 � �)-DOWERITELXNOE MNOVESTWO

�n(X
(n)) =

8<
:� :

j �̂n � � j
�(�)

p
n � ��

9=
;
\
�:

eSLI �n ESTX INTERWAL NA PRQMOJ R, TO MY RE[ILI ZADA^U IN-

TERWALXNOJ OCENKI PARAMETRA �: eSLI VE \TO NEKOTOROE WY^URNOE I

NEPRIGODNOE K UPOTREBLENI@ PODMNOVESTWO R; TO MOVNO POJTI NA

DALXNEJ[IE UPRO]ENIQ ASIMPTOTI^ESKOGO UTWERVDENIQ, ZAMENIW W

OPREDELENII �n PARAMETRI^ESKU@ FUNKCI@ �(�) NA EE OCENKU �(�̂n):

dOSTATO^NO POTREBOWATX NEPRERYWNOSTX FUNKCII �(�); � 2 �; ^TO-

BY, SSYLAQSX NA TEOREMU sLUCKOGO (PREDLOVENIE 11.1 KURSA tw S

�n / �(�̂n)!
P
�(�)); UTWERVDATX, ^TO PRI n!1

P�

0
@�̂n � ���(�̂n)p

n
� � � �̂n +

���(�̂n)p
n

1
A �! 1� �:

pROILL@STRIRUEM \RABOTU" \TOGO METODA NA DWUH POLEZNYH W PRAK-

TI^ESKOM OTNO[ENII PRIMERAH.

50: aSIMPTOTI^ESKI DOWERITELXNYJ INTERWAL DLQ WEROQT-

NOSTI USPEHA W ISPYTANIQH bERNULLI. w SHEME ISPYTANIJ bER-

NULLI { WYBORE IZ RASPREDELENIQ BINARNOJ SLU^AJNOJ WELI^INY X;

PRINIMA@]EJ ZNA^ENIE 1 (\USPEH") S WEROQTNOSTX@ p I ZNA^ENIE 0

(\NEUDA^A") S WEROQTNOSTX@ 1 � p; OPTIMALXNOJ NESME]ENNOJ OCEN-

KOJ p QWLQETSQ WYBORO^NOE SREDNEE X = n�1
Xn

1 Xk ILI, ^TO TO VE,

OTNOSITELXNAQ ^ASTOTA USPE[NYH ISHODOW W n ISPYTANIQH. sTATIS-

TIKA nX IMEET BINOMIALXNOE RASPREDELENIE B(n; p); I \TO POZWOLQET

NAS^ITATX TABLICY DOWERITELXNYH PREDELOW DLQ p PRI RAZLI^NYH

ZNA^ENIQH DOWERITELXNOGO UROWNQ 1 � �; OB_EMA WYBORKI n I ^ISLA

USPE[NYH ISHODOW nx (SM., NAPRIMER, tms). ~TO VE DAET ASIMPTO-

TI^ESKIJ PODHOD K POSTROENI@ DOWERITELXNYH INTERWALOW?

wYBORO^NOE SREDNEE ASIMPTOTI^ESKI NORMALXNO SO SREDNIM p I

DISPERSIEJ p(1� p)=n: sLEDOWATELXNO, (1��)-DOWERITELXNAQ OBLASTX
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�n =
n
p : 0 � p � 1; jX � p j � ��

q
p(1 � p)=n

o
: rAZRE[AQ NERAWENST-

WA W FIGURNYH SKOBKAH OTNOSITELXNO p; POLU^AEM DOWERITELXNYJ IN-

TERWAL

n

n+ �2�

0
B@X +

�2
�

2n
� ��

vuutX(1 �X)

n
+

�2
�

4n2

1
CA ;

KOTORYJ PRI BOLX[IH OB_EMAH ISPYTANIJ n MALO OTLI^AETSQ OT DO-

WERITELXNOGO INTERWALA X � ��
q
X(1�X)=n; POLU^ENNOGO ZAMENOJ

�2(p) = p(1� p) NA EE OCENKU X(1�X) :

60: aSIMPTOTI^ESKI DOWERITELXNYJ INTERWAL DLQ PARA-

METRA INTENSIWNOSTI RASPREDELENIQ pUASSONA. rASPREDELENIE

pUASSONA P(�) S FUNKCIEJ PLOTNOSTI (PO S^ITA@]EJ MERE) f(x j �) =
P�(X = x) = �xe�=x!; x = 0; 1; 2; : : : ; INDEKSIRUETSQ POLOVITELXNYM

PARAMETROM �; OPTIMALXNAQ NESME]ENNAQ OCENKA KOTOROGO PO WYBOR-

KE X (n) OB_EMA n; KAK I W PREDYDU]EM PRIMERE, OPREDELQETSQ WYBO-

RO^NYM SREDNIM X: dLQ RASPREDELENIQ pUASSONA TAKVE SPRAWEDLIWA

TEOREMA SLOVENIQ: nX � P(n�); I NA OSNOWE \TOGO MOVNO POSTROITX

TO^NYE DOWERITELXNYE PREDELY DLQ �; TABLICA KOTORYH IMEETSQ W

UPOMQNUTOM SBORNIKE tms. nO OCENKA X ASIMPTOTI^ESKI NORMALXNA

(�; �=n); ^TO POZWOLQET OPREDELITX ASIMPTOTI^ESKI DOWERITELXNU@

OBLASTX �n = f� : � > 0; jX � � j � ��
q
�=ng: rE[ENIE NERAWENSTW W

FIGURNYH SKOBKAH OTNOSITELXNO � DAET ASIMPTOTI^ESKI DOWERITELX-

NYJ INTERWAL

X +
�2
�

2n
� ��

vuutX
n

+
�2
�

4n2
:

nAKONEC, ZAMENQQ �2(�) = � EE OCENKOJ X; POLU^AEM TAKVE ASIMPTOTI-

^ESKI DOWERITELXNYJ, NO, KAK POKAZYWA@T ^ISLOWYE RAS^ETY, MENEE

TO^NYJ INTERWAL X � ��
q
X=n :

nA \TOM MY ZAKAN^IWAEM IZLOVENIE PROSTEJ[IH METODOW POSTROE-

NIQ DOWERITELXNYH I ASIMPTOTI^ESKI DOWERITELXNYH INTERWALOW NA

OSNOWE PODBORA OPORNYH FUNKCIJ. o PROBLEME OPTIMALXNOGO INTER-

WALXNOGO OCENIWANIQ MY POGOWORIM POZDNEE, IZU^IW TEORI@ OPTI-

MALXNOJ PROWERKI GIPOTEZ { WYSKAZYWANIJ O WOZMOVNYH ZNA^ENIQH

PARAMETRA �: oSTAW[IESQ LEKCII BUDUT POSWQ]ENY IMENNO \TOJ TEO-

RII.
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