
x5. |FFEKTIWNOSTX OCENOK

lEKCIQ 8

oBSUVDAQ W NA^ALE NA[EGO KURSA OB]U@ PROBLEMU STATISTI^ESKO-

GO WYWODA, MY GOWORILI O GLAWNOJ ZADA^E MATEMATI^ESKOJ STATISTI-

KI { POSTROENII RE[A@]IH PRAWIL �
n
= �

n
(X (n)), MINIMIZIRU@]IH

RAWNOMERNO PO WSEM � 2 � FUNKCI@ RISKA R(�; �n): k SOVALENI@,

BEZ DOPOLNITELXNYH OGRANI^ENIJ NA KLASS RE[A@]IH FUNKCIJ \TA

ZADA^A NE RAZRE[IMA. dEJSTWITELXNO, RASSMOTRIM PROBLEMU OCENKI

PARAMETRA �; W KOTOROJ PROSTRANSTWO RE[ENIJ D SOWPADAET S PARAMET-

RI^ESKIM PROSTRANSTWOM �; A RE[A@]AQ FUNKCIQ �
n
= �̂

n
{ OCENKA �:

wOZXMEM W KA^ESTWE OCENKI NEKOTORU@ FIKSIROWANNU@ TO^KU �0 2 �;

TO ESTX PRI L@BOM REZULXTATE x(n) STATISTI^ESKOGO \KSPERIMENTA BU-

DEM PRINIMATX ODNO I TO VE RE[ENIE d = �0: eSLI FUNKCIQ POTERX

OBLADAET TEM ESTESTWENNYM SWOJSTWOM, ^TO L(�; �) = 0; KAKOWO BY NI

BYLO ZNA^ENIE � 2 �; TO RISK TAKOJ OCENKI R(�; �0) = L(�; �0) PRI

� = �0 RAWEN NUL@. tAKIM OBRAZOM, ESLI MY HOTIM POSTROITX OCEN-

KU S RAWNOMERNO MINIMALXNYM RISKOM W KLASSE WSEWOZMOVNYH OCENOK

�; TO MY DOLVNY NAJTI OCENKU ��
n
S FUNKCIEJ RISKA R(�; ��

n
) � 0; I

PONQTNO, ^TO TAKOJ OCENKI NE SU]ESTWUET. pO\TOMU MY BUDEM WSEGDA

PRI POISKE OPTIMALXNYH RE[ENIJ UKAZYWATX KLASS OCENOK, W KOTORYH

I]ETSQ OPTIMALXNOE RE[ENIE.

oPREDELENIE 5.1. oCENKA ��
n
= ��

n
(X (n)) NAZYWAETSQ OPTIMALXNOJ

ILI OCENKOJ S RAWNOMERNO MINIMALXNYM RISKOM W KLASSE K OCENOK

PARAMETRA �; ESLI DLQ L@BOJ OCENKI �̂n 2 K I KAVDOGO � 2 � IMEET

MESTO NERAWENSTWO R(�; ��
n
) � R(�; �̂n):

nIVE PREDLAGAETSQ METOD NAHOVDENIQ OPTIMALXNYH OCENOK SKA-

LQRNOGO PARAMETRA � PRI KWADRATI^NOJ FUNKCII POTERX W KLASSE NE-

SME]ENNYH OCENOK: E ��̂n(X
(n)) = � PRI L@BOM � 2 � � R; NO PRI

DOPOLNITELXNYH OGRANI^ENIQH NA WEROQTNOSTNU@ MODELX I SOOTWET-

STWU@]EE SEMEJSTWO RASPREDELENIJ OCENKI. |TI OGRANI^ENIQ ANALO-

GI^NY TEM USLOWIQM REGULQRNOSTI, KOTORYE MY NAKLADYWALI NA WE-

ROQTNOSTNU@ MODELX PRI IZU^ENII ASIMPTOTI^ESKIH SWOJSTW OCENOK

MAKSIMALXNOGO PRAWDOPODOBIQ.mY POKAVEM, ^TO KWADRATI^NYJ RISK

L@BOJ NESME]ENNOJ OCENKI, UDOWLETWORQ@]EJ \TIM USLOWIQM, NE MO-

VET BYTX MENX[E [nI(�)]�1 { ASIMPTOTI^ESKOJ DISPERSII OCENKI MAK-

SIMALXNOGO PRAWDOPODOBIQ (SM. TEOREMA 4.2). sLEDOWATELXNO, METOD
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MAKSIMALXNOGO PRAWDOPODOBIQ DOSTAWLQET ASIMPTOTI^ESKOE RE[ENIE

PROBLEMY OPTIMALXNOJ OCENKI. bOLEE TOGO, MY POKAVEM, ^TO PRI NA-

LI^IE DOSTATO^NYH STATISTIK METOD MAKSIMALXNOGO PRAWDOPODOBIQ

MOVET PRIWESTI I K TO^NOMU RE[ENI@ PROBLEMY RAWNOMERNOJ MINI-

MIZACII FUNKCII RISKA.

sFORMULIRUEM USLOWIQ REGULQRNOSTI, PRI WYPOLNENII KOTORYH

BUDET NAHODITXSQ NIVNQQ (DOSTIVIMAQ!) GRANICA KWADRATI^NOGO RIS-

KA OCENKI.

(B1) nOSITELX X RASPREDELENIQ P � NABL@DAEMOJ SLU^AJNOJ WELI^INY

X NE ZAWISIT OT � 2 � (USLOWIE, SOWPADA@]EE S (R2) W x4).

(B2) iNFORMACIQ PO fI[ERU I(�) STROGO POLOVITELXNA PRI L@BOM

� 2 � (USLOWIE, SOWPADA@]EE S (R5) W x4).

(B3) rAWENSTWO Z
X
n
fn(x

(n) j �) d�n(x
(n)) = 1

MOVNO DIFFERENCIROWATX PO � POD ZNAKOM INTEGRALA, TO ESTX
Z
X
n
f 0
n
(x(n) j �) d�n(x

(n)) = 0:

pO ANALOGII S (R4) W ^ASTI (5) DLQ \TOGO DOSTATO^NO POTREBOWATX

SU]ESTWOWANIE TAKOJ INTEGRIRUEMOJ PO MERE � FUNKCII H(x);

^TO W NEKOTOROJ OKRESTNOSTI L@BOJ TO^KI � 2 � WYPOLNQETSQ

NERAWENSTWO j @f(x j �)=@� j � H(x); x 2 X :

(B4) oCENKA �̂n = �̂n(X
(n)) DOLVNA PRINADLEVATX KLASSU OCENOK K

0;

SREDNEE ZNA^ENIE KOTORYH

E
�
�̂
n
(X (n)) =

Z
X
n
�̂
n
(x(n))f

n
(x(n) j �) d�

n
(x(n))

MOVNO DIFFERENCIROWATX PO � 2 � POD ZNAKOM INTEGRALA.

kONE^NO, USLOWIE (B4) TREBUET KOMMENTARIQ. w \WYSOKOJ" TEORII

STATISTI^ESKOGO WYWODA PRIWODQTSQ DOSTATO^NYE USLOWIQ NA SEMEJST-

WO RASPREDELENIJ fP
�
; � 2 �g NABL@DAEMOJ SLU^AJNOJ WELI^INY X;

KOTORYE OBESPE^IWA@T WYPOLNENIE USLOWIQ (B4), NO FORMULIROWKA

\TIH USLOWIJ I, W OSOBENNOSTI, DOKAZATELXSTWO TOGO, ^TO ONI WLEKUT

(B4), NASTOLXKO TEHNI^ESKI I KONCEPTUALXNO SLOVNY, ^TO MOGUT SO-

STAWITX PREDMET SPECIALXNOGO KURSA. oDNAKO WSE IZU^AEMYE NAMI W
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KURSE tw WEROQTNOSTNYE MODELI, ZA ISKL@^ENIEM RAWNOMERNOGO RAS-

PREDELENIQ, UDOWLETWORQ@T \TIM USLOWIQM, I PO\TOMU L@BAQ OCENKA

IH PARAMETROW PRINADLEVIT KLASSU K0:

pREVDE, ^EM POLU^ITX OSNOWNOJ \TEHNI^ESKIJ" REZULXTAT \TOGO PA-

RAGRAFA, WSPOMNIM ODNO ZAME^ATELXNOE NERAWENSTWO IZ KURSA MATEMA-

TI^ESKOGO ANALIZA. |TO { NERAWENSTWO kO[I{bUNQKOWSKOGO, KOTOROE W

SLU^AE INTEGRALOW lEBEGA PO WEROQTNOSTNOJ MERE P NAZYWAETSQ NERA-

WENSTWOM {WARCA. pUSTX Y { SLU^AJNAQ WELI^INA S RASPREDELENIEM

P I g; h { DWE INTEGRIRUEMYE S KWADRATOM PO MERE P FUNKCII NA

OBLASTI Y ZNA^ENIJ Y: dLQ \TIH FUNKCIJ IMEET MESTO NERAWENSTWO

(E g(Y )h(Y ))
2
� E g2(Y ) �Eh2(Y ) ILI, ^TO TO VE,

� Z
Y

g(y)h(y) dP (y)
�2
�
Z
Y

g2(y)dP (y) �
Z
Y

h2(y)dP (y);

PRI^EM ZNAK RAWENSTWA DOSTIGAETSQ TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA FUNK-

CII g I h LINEJNO ZAWISIMY: SU]ESTWU@T TAKIE POSTOQNNYE a I b; ^TO

ag(y) + bh(y) = 0 DLQ PO^TI WSEH y 2 Y PO MERE P:

tEOREMA 5.1. (NERAWENSTWO rAO{kRAMERA) pRI WYPOLNENII USLO-

WIJ (B1){(B4) DLQ KWADRATI^NOGO RISKA L@BOJ OCENKI �̂n 2 K
0 SPRA-

WEDLIWO NERAWENSTWO

E
�

�
�̂
n
(X (n)) � �

�2
� D

� �̂n(X
(n)) �

[ d
(�)=d� ]2

nI(�)
; (1)

GDE 
(�) = E
�
�̂
n
(X (n)); PRI^EM ZNAK RAWENSTWA MEVDU RISKOM I DIS-

PERSIEJ OCENKI �̂n DOSTIGAETSQ NA NESME]ENNYH OCENKAH: 
(�) = �; A

ZNAK RAWENSTWA WO WTOROM NERAWENSTWE (1) IMEET MESTO TOGDA I TOLXKO

TOGDA, KOGDA SU]ESTWUET TAKAQ PARAMETRI^ESKAQ FUNKCIQ C(�); � 2 �;

^TO

�̂
n
(X (n))� 
(�) = C(�)

@L(� jX (n))

@�
: (2)

dOK A Z A T E L X ST WO.. pRODIFFERENCIRUEM OBE ^ASTI RAWENSTW
Z
X
n
f
n
(x(n) j �) d�

n
(x(n)) = 1;

Z
X
n
�̂n(x

(n))fn(x
(n) j �) d�n(x

(n)) = 
(�)
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PO PARAMETRU �; ZANOSQ PROIZWODNYE W LEWYH ^ASTQH POD ZNAKI INTEG-

RALOW, ^TO MOVNO SDELATX BLAGODARQ USLOWIQM (B3) I (B4). pOLU^EN-

NYJ REZULXTAT, ISPOLXZUQ USLOWIE (B1), PREDSTAWIM W WIDE

Z
X
n

@L(� jx(n))

@�
f
n
(x(n) j �) d�

n
(x(n)) = 0;

Z
X
n
�̂
n
(x(n))

@L(� jx(n))

@�
f
n
(x(n) j �) d�

n
(x(n)) = 
0(�):

wY^TEM IZ WTOROGO RAWENSTWA PERWOE, UMNOVIW EGO PREDWARITELXNO

NA 
(�) :

Z
X
n

�
�̂n(x

(n)) � 
(�)
� @L(� jx(n))

@�
fn(x

(n) j �) d�n(x
(n)) = 
0(�):

pRIMENIM K LEWOJ ^ASTI POLU^ENNOGO RAWENSTWA NERAWENSTWO {WAR-

CA, POLAGAQ y = x(n); Y = X
n; g(x(n)) = �̂n(x

(n)) � 
(�); h(x(n)) =

@L(� jx(n))=@�: w REZULXTATE POLU^IM NERAWENSTWO

(
0(�))2 �
Z
X
n

�
�̂n(x

(n))� 
(�)
�2
fn(x

(n) j �) d�n(x
(n))�

Z
X
n

0
@@L(� jx(n))

@�

1
A
2

fn(x
(n) j �) d�n(x

(n)); (3)

W KOTOROM ZNAK RAWENSTWA DOSTIGAETSQ TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA

WYPOLNQETSQ SOOTNO[ENIE (2).

mY POLU^ILI NERAWENSTWA (1), POSKOLXKU PERWOE IZ NIH O^EWIDNO

(NA DISPERSII DOSTIGAETSQ MINIMUM WSEWOZMOVNYH SREDNIH KWADRA-

TI^NYH UKLONENIJ SLU^AJNOJ WELI^INY OT POSTOQNNOJ). wTOROE NE-

RAWENSTWO W (1) ESTX SLEDSTWIE NERAWENSTWA (3), IBO PERWYJ INTEGRAL

W PRAWOJ ^ASTI (3) RAWEN D � �̂n; A WTOROJ INTEGRAL OPREDELQET FI-

[EROWSKU@ INFORMACI@ I
n
(�); SODERVA]U@SQ W WYBORKE. nAKONEC, IZ

PUNKTA 20 LEMMY 4.2 SLEDUET, ^TO I
n
(�) = nI(�):

sLEDSTWIE 5.1. eSLI �̂
n
PRINADLEVIT PODKLASSU K � K

0 NESME-

]ENNYH OCENOK KLASSA K0; TO EE KWADRATI^NYJ RISK

R(�; �̂n) = D � �̂n � [n I(�)]�1 ; (4)

PRI^EM ZNAK RAWENSTWA TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA WYPOLNQETSQ RA-

WENSTWO (2) S 
(�) = �:
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pONQTNO, ^TO \TO SLEDSTWIE ESTX ^ASTNYJ SLU^AJ DOKAZANNOJ TEORE-

MY. oNO UKAZYWAET NEKONSTRUKTIWNYJ PUTX K POSTROENI@ NESME]EN-

NYH OCENOK S RAWNOMERNO MINIMALXNYM RISKOM. dOSTATO^NO WY^IS-

LITX PROIZWODNU@ W PRAWOJ ^ASTI RAWENSTWA (2) I ZATEM PODBIRATX

STATISTIKU �̂
n
= �̂

n
(X (n)) I PARAMETRI^ESKU@ FUNKCI@ C(�); DLQ KO-

TORYH IMEET MESTO RAWENSTWO

�̂n(X
(n))� � = C(�)

@L(� jX (n))

@�
:

oBY^NO \TO MOVNO SDELATX W SLU^AE STATISTI^ESKIH STRUKTUR, OB-

LADA@]IH DOSTATO^NYMI STATISTIKAMI, GDE, W SILU TEOREMY FAK-

TORIZACII (TEOREMA 2.1 IZ x2), FUNKCIQ PRAWDOPODOBIQ L(� jX (n)) =

g �(T (X
(n)))h(X (n)); I POSLEDNEE RAWENSTWO IMEET WID

�̂n(X
(n))� � = C(�)

@ ln g �(T (X
(n)))

@�
: (5)

nAPRIMER, DLQ POKAZATELXNOGO RASPREDELENIQ S FUNKCIEJ PLOTNOSTI

f(x j �) = ��1 expf�x=�g; x > 0; FUNKCIQ

ln g �(X
(n)) = �n ln � � ��1Xn

1
X;

EE PROIZWODNAQ

@ ln g �(T (X
(n)))=@� = �n=� +

X
n

1 X=�
2;

I RAWENSTWO (5) WYPOLNQETSQ PRI C(�) = �2=n I �̂n = X: tAKIM OB-

RAZOM, WYBORO^NOE SREDNEE X ESTX NESME]ENNAQ OCENKA S RAWNOMERNO

MINIMALXNYM RISKOM DLQ PARAMETRA � POKAZATELXNOGO RASPREDELE-

NIQ. nAPOMNIM, ^TO X OCENKA � KAK PO METODU MOMENTOW, TAK I PO

METODU MAKSIMALXNOGO PRAWDOPODOBIQ.

lEGKO PONQTX, ^TO ESLI W (4) DOSTIGAETSQ ZNAK RAWENSTWA, TO �̂n
{ OPTIMALXNAQ OCENKA W KLASSE K; NO OBRATNOE, WOOB]E GOWORQ, MO-

VET I NE WYPOLNQTXSQ { MY NE RASPOLAGAEM UTWERVDENIEM, ^TO L@-

BAQ OPTIMALXNAQ OCENKA IMEET KWADRATI^NYJ RISK, RAWNYJ [n I(�)]�1:

~TOBY POD^ERKNUTX \TO RAZLI^IE I UKAZATX W DALXNEJ[EM BOLEE KON-

STRUKTIWNYJ METOD POSTROENIQ OPTIMALXNYH OCENOK, WWEDEM E]E OD-

NO OPREDELENIE, RASSMOTREW BOLEE OB]U@ ZADA^U NESME]ENNOJ OCENKI

NEKOTOROJ PARAMETRI^ESKOJ FUNKCII 
(�):
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oPREDELENIE 5.2. nESME]ENNAQ OCENKA 
̂n = 
̂n(X
(n)) PARAMET-

RI^ESKOJ FUNKCII 
(�) NAZYWAETSQ \FFEKTIWNOJ W KLASSE K; ESLI EE

KWADRATI^NYJ RISK R(
; 
̂n) = E �

�

̂(X (n))� 
(�)

�2
= D � 
̂n(X

(n)) =


0(�)=n I(�); TO ESTX (SM. TEOREMU 5.1 S �̂n = 
̂n) WYPOLNQETSQ RAWENSTWO


̂n(X
(n))� 
(�) = C(�)

@L(� jX (n))

@�
: (6)

oCENKA 
̂n NAZYWAETSQ ASIMPTOTI^ESKI \FFEKTIWNOJ W KLASSE K0;

ESLI E � 
̂n(X
(n)) � 
(�) I D � 
̂n(X

(n)) � 
0(�)=n I(�); KOGDA n!1:

w SILU TEOREMY 4.2 OCENKA PO METODU MAKSIMALXNOGO PRAWDOPO-

DOBIQ SKALQRNOGO PARAMETRA � (W DANNOM SLU^AE 
(�) = �) QWLQETSQ

ASIMPTOTI^ESKI \FFEKTIWNOJ OCENKOJ W KLASSE K0: pOKAVEM, ^TO ONA

DAET RE[ENIE PROBLEMY POSTROENIQ \FFEKTIWNOJ OCENKI W KLASSE K:

pUSTX �̂n { OCENKA MAKSIMALXNOGO PRAWDOPODOBIQ PARAMETRA �:

oPREDELIM OCENKU 
(�̂n) PARAMETRI^ESKOJ FUNKCII 
(�) S POMO]X@

PODSTANOWKI WMESTO � EE OCENKI �̂
n
:

tEOREMA 5.2. eSLI 
(�̂n) ESTX NESME]ENNAQ OCENKA PARAMETRI^ES-

KOJ FUNKCII 
(�) I \FFEKTIWNAQ W KLASSE K OCENKA 
�
n
PARAMETRI^ES-

KOJ FUNKCII 
(�) SU]ESTWUET, TO PRI WYPOLNENII USLOWIJ REGULQR-

NOSTI (R1){(R5) I (B4) PO^TI NAWERNOE 
�
n
(X (n)) = 
(�̂n(X

(n))):

dOK A Z A T E L X ST WO.. eSLI 
�
n
{ \FFEKTIWNAQ OCENKA 
(�); TO ONA

UDOWLETWORQET RAWENSTWU (6):


�
n
(X (n))� 
(�) = C(�)@L(� jX (n))=@�; (7)

KAKOWO BY NI BYLO � 2 �: nO ESLI �̂n { OCENKA PO METODU MAKSIMALXNO-

GO PRAWDOPODOBIQ, TO @L(�̂
n
jX (n))=@� = 0; TAK ^TO RAWENSTWO (7) PRI

� = �̂n PREWRA]AETSQ W RAWENSTWO 

�

n
(X (n))� 
(�̂n) = 0 PO^TI NAWERNOE

PO WEROQTNOSTI P n

�
:

iZ DOKAZANNOJ TEOREMY NEMEDLENNO WYTEKAET, ^TO WYBORO^NOE

SREDNEE X ESTX \FFEKTIWNAQ (SLEDOWATELXNO, I OPTIMALXNAQ) NESME-

]ENNAQ OCENKA PARAMETRA � TAKIH RASPREDELENIJ, KAK DWUHTO^E^NOE,

BINOMIALXNOE PRI IZWESTNOMm; pUASSONA, POKAZATELXNOE;X ESTX TAK-

VE NESME]ENNAQ OCENKA S RAWNOMERNO MINIMALXNYM KWADRATI^NYM

RISKOM SREDNEGO ZNA^ENIQ � NORMALXNOGO (�; �2) RASPREDELENIQ.
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