
x4. oCENKA PARAMETROW. mETOD MAKSIMALXNOGO PRAWDOPODOBIQ

lEKCIQ 6

mY PRISTUPAEM K IZU^ENI@ BOLEE TO^NOGO METODA OCENKI NEIZ-

WESTNOGO ZNA^ENIQ PARAMETRA. oN PREWOSHODIT METOD MOMENTOW I PRI

NALI^II DOSTATO^NYH STATISTIK DAET OPTIMALXNYE OCENKI S TO^KI

ZRENIQ KWADRATI^NOGO RISKA. bOLEE TOGO, PRI WYPOLNENII OPREDELEN-

NYH USLOWIJ REGULQRNOSTI \TOT METOD PRIWODIT K ASIMPTOTI^ESKI

(n!1) OPTIMALXNYM OCENKAM DLQ [IROKOGO KLASSA WEROQTNOSTNYH

MODELEJ I PRAKTI^ESKI PRI L@BYH FUNKCIQH POTERX.

iDEQ METODA SOSTOIT W MATEMATI^ESKOJ FORMALIZACII \RAZUMNOGO"

POWEDENIQ ^ELOWEKA W USLOWIQH NEOPREDELENNOSTI.pREDSTAWIM SEBE SI-

TUACI@, ^TO MY OVIDAEM POQWLENIQ ODNOGO IZ NESKOLXKIH SOBYTIJ,

WEROQTNOSTI KOTORYH NAM NEIZWESTNY I NAS INTERESU@T NE STOLXKO

ZNA^ENIQ \TIH WEROQTNOSTEJ, SKOLXKO TO SOBYTIE, KOTOROE PROISHODIT

NAIBOLEE ^ASTO. sITUACIQ OSLOVNQETSQ TEM, ^TO MY RASPOLAGAEM WSE-

GO ODNIM ISPYTANIEM, W REZULXTATE KOTOROGO PROIZO[LO NEKOTOROE SO-

BYTIE A: kONE^NO, MY PRIMEM RE[ENIE, ^TO A OBLADAET NAIBOLX[EJ

WEROQTNOSTX@, I WRQD LI MOVNO PREDLOVITX NE^TO BOLEE RAZUMNOE,

^EM TAKOE PRAWILO PRINQTIQ RE[ENIQ.

w \TOM I SOSTOIT PRINCIP MAKSIMALXNOGO PRAWDOPODOBIQ, KOTORYJ

BUKWALXNO PRONIZYWAET WS@ TEORI@ OPTIMALXNOGO STATISTI^ESKOGO

WYWODA. pRIMENENIE \TOGO PRINCIPA K PROBLEME OCENKI PARAMETROW

PRIWODIT K SLEDU@]EMU STATISTI^ESKOMU PRAWILU: ESLI x(n) { REZULX-

TAT NABL@DENIQ SLU^AJNOJ WYBORKI X
(n)
; TO ZA OCENKU PARAMETRA

SLEDUET BRATX TO EGO ZNA^ENIE, PRI KOTOROM REZULXTAT x
(n)

OBLA-

DAET NAIBOLX[IM PRAWDOPODOBIEM.

wY SPROSITE, ^TO TAKOE \PRAWDOPODOBIE" REZULXTATA x(n)? dAWAJTE

FORMALIZUEM \TO PONQTIE.

eSLI NABL@DAETSQ DISKRETNAQ SLU^AJNAQ WELI^INA, TO ESTESTWENNO

NAZWATX PRAWDOPODOBIEM REZULXTATA x(n) PRI FIKSIROWANNOM ZNA^ENII

PARAMETRA � WEROQTNOSTX EGO NABL@DENIQ W STATISTI^ESKOM \KSPERI-

MENTE. nO W DISKRETNOM SLU^AE \TA WEROQTNOSTX SOWPADAET SO ZNA^E-

NIEM FUNKCII PLOTNOSTI W TO^KE x(n) : P �(X
(n) = x

(n)) = fn(x
(n) j �):

sLEDOWATELXNO, OCENKA PO METODU MAKSIMALXNOGO PRAWDOPODOBIQ OPRE-

DELQETSQ TO^KOJ DOSTIVENIQ MAKSIMUMA U FUNKCII PLOTNOSTI SLU-
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^AJNOJ WYBORKI, TO ESTX

�̂n(X
(n)) = argmax

�2�
fn

�
X

(n) j �
�
: (1)

rASSMOTRIM SRAZU VE PROSTOJ PRIMER. pUSTXX (n) { WYBORKA W SHE-

ME bERNULLI, I MY OCENIWAEM WEROQTNOSTX � USPE[NOGO ISHODA. w

\TOJ MODELI

f(X (n) j �) = �

Xn

1 Xk(1� �)n�
Xn

1 Xk:

dIFFERENCIRUQ \TU FUNKCI@ PO � I PRIRAWNIWAQ PROIZWODNU@ NU-

L@, NAHODIM OCENKU MAKSIMALXNOGO PRAWDOPODOBIQ � = (1=n)
Xn

1 Xk:

|TO { DAWNO ZNAKOMAQ NAM OCENKA WEROQTNOSTI USPEHA W ISPYTANIQH

bERNULLI, KOTORU@ MY POLU^ILI S POMO]X@ MOMENTOW I POSTOQNNO

ISPOLXZOWALI PRI ILL@STRACII ZAKONA BOLX[IH ^ISEL.

tEPERX OPREDELIM PRAWDOPODOBIE W SLU^AE WYBORA IZ NEPRERYWNO-

GO RASPREDELENIQ S FUNKCIEJ PLOTNOSTI (PO MERE lEBEGA) fn(x
(n) j �);

x
(n) 2 Rn

; � 2 �: pUSTX x(n) { SOWOKUPNOSTX WYBORO^NYH DANNYH,

TO ESTX TO^KA W n-MERNOM WYBORO^NOM PROSTRANSTWE Rn
: oKRUVIM

\TU TO^KU PRQMOUGOLXNYM PARALLELEPIPEDOM MALOGO RAZMERA, SKA-

VEM, V" =
Yn

1 [xk � "=2; xk + "=2]: w SILU TEOREMY O SREDNEM DLQ

KRATNOGO INTEGRALA WEROQTNOSTX TOGO, ^TO WYBORO^NYJ WEKTOR POPA-

DET W \TOT PARALLELEPIPED P
�
X

(n) 2 V"
�
� fn(x

(n) j �) �"n; KOGDA "! 0:

eSLI TRAKTOWATX \TU WEROQTNOSTX, KAK PRAWDOPODOBIE REZULXTATA x(n);

KOTOROE, KONE^NO, ZAWISIT OT WYBORA MALOGO "; MY WIDIM, ^TO PROB-

LEMA MAKSIMIZACII PRAWDOPODOBIQ SWODITSQ K PROBLEME OTYSKANIQ

TO^KI DOSTIVENIQ MAKSIMUMA PO WSEM � 2 � U FUNKCII PLOTNOSTI fn:

tAKIM OBRAZOM, I W SLU^AE NEPRERYWNOGO RASPREDELENIQ RAZUMNO NA-

ZWATX PRAWDOPODOBIEM REZULXTATA x(n) PRI FIKSIROWANNOM ZNA^ENII

PARAMETRA � OPQTX-TAKI WELI^INU FUNKCII PLOTNOSTI WYBORKI, TO

ESTX fn(x
(n) j �), I OPREDELITX OCENKU MAKSIMALXNOGO PRAWDOPODOBIQ

TOJ VE FORMULOJ (1).

rASSMOTRIM PRIMER NA POSTROENIE TAKOJ OCENKI W SLU^AE WYBORA

IZ NEPRERYWNOGO RASPREDELENIQ. pUSTX NABL@DAETSQ SLU^AJNAQ WELI-

^INA X � N (�; �2); TAK ^TO FUNKCIQ PLOTNOSTI WYBORKI

fn(x
(n) j �) = 1

(2�)n=2�n
exp

(
� 1

2�2
Xn

1(xk � �)2
)
;
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GDE � = (�; �) { DWUMERNYJ PARAMETR, ZNA^ENIE KOTOROGO NAM NEIZ-

WESTNO. w SOOTWETSTWII S FORMULOJ (1) NEOBHODIMO OTYSKATX TO^KU

DOSTIVENIQ MAKSIMUMA FUNKCII fn(X
(n) j�; �) PO PEREMENNYM � 2 R

I � 2 R+: eSTESTWENNO, LOGARIFM \TOJ FUNKCII IMEET TE VE TO^-

KI \KSTREMUMA, ^TO I SAMA FUNKCIQ, NO LOGARIFMIROWANIE UPRO]AET

WYKLADKI, PO\TOMU I]EM MAKSIMUM FUNKCII

L(� jX (n)) = ln fn(X
(n) j �) = �n

2
ln 2� � n ln � � 1

2�2
Xn

1(Xk � �)2:

sOSTAWLQEM URAWNENIQ, OPREDELQ@]IE TO^KI \KSTREMUMA:

@L
@�

=
1

2�2
Xn

1(Xk � �) = 0;

@L
@�

= �n
�
+

1

�3

Xn

1(Xk � �)2 = 0:

iZ PERWOGO URAWNENIQ SRAZU NAHODIM OCENKU PARAMETRA � : �̂n = X:

pODSTAWLQQ X WMESTO � WO WTOROE URAWNENIE, NAHODIM OCENKU � :

�̂n = S (WYBORO^NOE STANDARTNOE OTKLONENIE). o^EWIDNO, (X; S) {

TO^KA MAKSIMUMA. tAKIM OBRAZOM, METOD MAKSIMALXNOGO PRAWDOPODO-

BIQ PRIWODIT K TEM VE OCENKAM X I S
2 PARAMETROW � I �

2
; ^TO I

METOD MOMENTOW.

tEPERX DADIM STROGOE OPREDELENIE PRAWDOPODOBIQ I RASSMOTRIM

E]E NESKOLXKO PRIMEROW, W KOTORYH METOD MAKSIMALXNOGO PRAWDOPO-

DOBIQ DAET OCENKI, OTLI^NYE OT METODA MOMENTOW.

oPREDELENIE 4.1. sLU^AJNAQ FUNKCIQ

L(� jX (n)) =
nY

i=1
f(Xi j �)

NA PARAMETRI^ESKOM PROSTRANSTWE � NAZYWAETSQ FUNKCIEJ PRAWDOPO-

DOBIQ, A ZNA^ENIE EE REALIZACII L(�0 jx(n)) PRI REZULXTATE NABL@DE-
NIQ X (n) = x

(n) I FIKSIROWANNOM � = �0 { PRAWDOPODOBIEM ZNA^ENIQ �0

PRI REZULXTATE x
(n)
: l@BAQ TO^KA �̂n = �̂n(X

(n)) (STATISTIKA) PARA-

METRI^ESKOGO PROSTRANSTWA �; DOSTAWLQ@]AQ ABSOL@TNYJ MAKSIMUM

FUNKCII PRAWDOPODOBIQ, NAZYWAETSQ OCENKOJ MAKSIMALXNOGO PRAWDO-

PODOBIQ PARAMETRA �:

pOSKOLXKU FUNKCIQ PRAWDOPODOBIQ PREDSTAWLQET SOBOJ PROIZWEDE-

NIE FUNKCIJ OT �; TO PRI OTYSKANII EE MAKSIMUMA METODAMI DIF-

FERENCIALXNOGO IS^ISLENIQ UDOBNEE IMETX DELO S LOGARIFMOM \TOJ
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FUNKCII. eSTESTWENNO, TO^KI \KSTREMUMA U FUNKCII LOGARIFMI^ES-

KOGO PRAWDOPODOBIQ

L(� jX (n)) =
nX
i=1

ln f(Xi j �)

TE VE, ^TO I U FUNKCII L; NO ESLI FUNKCIQ L(� jx(n)) IMEET NEPRERYW-
NYE ^ASTNYE PROIZWODNYE PO KOMPONENTAM �1; : : : ; �k PARAMETRI^ESKO-

GO WEKTORA �; TO PRO]E DIFFERENCIROWATX L ^EM L: w \TOM SLU^AE

SISTEMA URAWNENIJ

@L(� jX (n))

@�i
= 0; i = 1; : : : ; k (2)

NAZYWAETSQ URAWNENIQMI PRAWDOPODOBIQ.|TO E]E ODNA RAZNOWIDNOSTX

TAK NAZYWAEMYH OCENO^NYH URAWNENIJ, { W PREDYDU]EM PARAGRAFE MY

IMELI DELO S URAWNENIQMI METODA MOMENTOW.

l@BOE RE[ENIE SISTEMY URAWNENIJ (2), DOSTAWLQ@]EE MAKSIMUM

FUNKCII L(� jX (n)); MOVET RASSMATRIWATXSQ KAK OCENKA � PO METODU

MAKSIMALXNOGO PRAWDOPODOBIQ. mY NE BUDEM IZU^ATX SLU^AI, KOGDA

SISTEMA (2) IMEET NESKOLXKO RE[ENIJ S WOZMOVNO ODINAKOWYMI ZNA-

^ENIQMI FUNKCII PRAWDOPODOBIQ W \TIH TO^KAH, TAK ^TO TREBU@TSQ

DOPOLNITELXNYE APRIORNYE ZNANIQ OTNOSITELXNO WEROQTNOSTNOJ MO-

DELI, POZWOLQ@]IE WYBRATX ODNO IZ \TIH RE[ENIJ. wO WSEH RASSMOT-

RENNYH NIVE PRIMERAH OCENKA MAKSIMALXNOGO PRAWDOPODOBIQ EDINST-

WENNA.

pRIM E R 4. 1. oCENKA PARAMETRA POLOVENIQ RAWNOMERNOGO RAS-

PREDELENIQ U(0; �). rAWNOMERNOE NA OTREZKE [ 0; � ] RASPREDELENIE IME-

ET FUNKCI@ PLOTNOSTI f(x j �) = �
�1
; ESLI 0 � x � �; I f(x j �) = 0 WNE

\TOGO OTREZKA. sLEDOWATELXNO, FUNKCIQ L(� jX (n)) OTLI^NA OT NULQ I

RAWNA ��n TOLXKO W OBLASTI � � X(n) = max1�k�nXk: eE MAKSIMUM PO

� DOSTIGAETSQ W GRANI^NOJ TO^KE � = X(n); TAK ^TO NAIBOLX[EE ZNA-

^ENIE X(n) WYBORKI X
(n) ESTX OCENKA MAKSIMALXNOGO PRAWDOPODOBIQ

PARAMETRA �:

lEGKO WIDETX, ^TO OCENKA � PO METODU MOMENTOW RAWNA 2X: |TA

OCENKA NA PORQDOK HUVE OCENKI MAKSIMALXNOGO PRAWDOPODOBIQ S TO^-

KI ZRENIQ KWADRATI^NOGO RISKA R(�; �̂n) = E �

�
�̂n(X

(n))� �

�2
: pROS-

TYE WY^ISLENIQ SOOTWETSTWU@]IH MATEMATI^ESKIH OVIDANIJ POKA-

ZYWA@T, ^TO R(�; 2X) = O(n�1); W TO WREMQ KAK R(�; X(n)) = O(n�2):
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dANNYJ PRIMER INTERESEN TEM, ^TO ZDESX FUNKCIQ PRAWDOPODOBIQ NE

IMEET GLADKOGO MAKSIMUMA, I IMENNO \TO OBSTOQTELXSTWO, KAK BUDET

WIDNO W DALXNEJ[EM, OBESPE^IWAET TAKOE RAZLI^NOE POWEDENIE RISKA

RASSMATRIWAEMYH OCENOK.

pRIM E R 4. 2. oCENKA PARAMETROW GAMMA-RASPREDELENIQ G(a; �):

u \TOGO RASPREDELENIQ FUNKCIQ PLOTNOSTI

f(x j �) = 1

a��(�)
x
��1 exp

(
�x
a

)
; x > 0; � = (a; �);

OTLI^NA OT NULQ TOLXKO NA POLOVITELXNOJ POLUOSI, I LOGARIFMI^ES-

KOE PRAWDOPODOBIE

L(a; � jX (n)) = �n� ln a� n ln �(�) + (�� 1)
nX
1
lnXk � 1

a

nX
1
Xk:

sOSTAWLQEM URAWNENIQ PRAWDOPODOBIQ:

@L
@a

= �n�
a

+
1

a2

nX
1
Xk = 0;

@L
@a

= �n ln a� n (�) +
nX
1
lnXk = 0;

GDE  (�) = d ln �(�)=d� { TAK NAZYWAEMAQ PSI-FUKCIQ |JLERA. iS-

KL@^AQ IZ PERWOGO URAWNENIQ PARAMETR a I PODSTAWLQQ POLU^ENNYJ

REZULXTAT WO WTOROE, POLU^AEM TRANSCENDENTNOE URAWNENIE

ln ��  (�) = lnX � 1

n

nX
1
lnXk;

KOTOROE W SILU SWOJSTWA MONOTONNOSTI FUNKCII ln �� (�) IMEET EDIN-
STWENNOE RE[ENIE. pRI ^ISLENNOM RE[ENII \TOGO URAWNENIQ MOVET

OKAZATXSQ POLEZNOJ ASIMPTOTI^ESKAQ (�!1) FORMULA

ln ��  (�) =
1

2�
+

1

12�2
+O

 
1

�4

!
:

pRIM E R 4. 3. oCENKA PARAMETROW STRUKTURIROWANNOGO SREDNEGO

PRI NORMALXNOM RASPREDELENII OTKLIKA. dANNAQ ZADA^A WESXMA ^AS-

TO WOZNIKAET PRI KALIBROWKE [KALY PRIBORA. dWE PEREMENNYE x I

y SWQZANY LINEJNYM SOOTNO[ENIEM y = a + bx; I DLQ GRADUIROWKI
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ZNA^ENIJ y NA [KALE PRIBORA NEOBHODIMO ZNATX ZNA^ENIQ PARAMETROW

a I b \TOJ ZAWISIMOSTI. oDNAKO, DLQ KAVDOGO STANDARTNOGO FIKSIRO-

WANNOGO ZNA^ENIQ x PRIBOR ZAMERQET ZNA^ENIE y S O[IBKOJ, TAK ^TO

ZAMERY PROISHODQT W RAMKAH WEROQTNOSTNOJ MODELI Y = a+bx+�; GDE

O[IBKA IZMERENIQ (SLU^AJNAQ WELI^INA) � IMEET NORMALXNOE RASPRE-

DELENIE S NULEWYM SREDNIM I NEKOTOROJ DISPERSIEJ �2; ZNA^ENIE KOTO-

ROJ, KAK PRAWILO, TAKVE NE IZWESTNO. sLU^AJNAQ WELI^INA Y OBY^NO

NAZYWAETSQ OTKLIKOM NA ZNA^ENIE REGRESSORA x; EE RASPREDELENIE PRI

FIKSIROWANNOM x O^EWIDNO NORMALXNO (a+ bx; �
2):

dLQ OCENKI a I b PROIZWODITSQ n IZMERENIJ OTKLIKA y1; : : : ; yn

PRI NEKOTORYH FIKSIROWANNYH ZNA^ENIQH x1; : : : ; xn REGRESSORA x; OP-

TIMALXNYJ WYBOR KOTORYH, OBESPE^IWA@]IJ NAIBOLX[U@ TO^NOSTX

I NADEVNOSTX KALIBROWKI, SOSTAWLQET SAMOSTOQTELXNU@ ZADA^U OSO-

BOJ OBLASTI MATEMATI^ESKOJ STATISTIKI { PLANIROWANIE REGRESSION-

NYH \KSPERIMENTOW.mY BUDEM PREDPOLAGATX, ^TO ZNA^ENIQ x1; : : : ; xn
APRIORI FIKSIROWANY. w TAKOM SLU^AE ZNA^ENIQ y1; : : : ; yn PREDSTAW-

LQ@T REALIZACII n NEZAWISIMYH SLU^AJNYH WELI^IN Y1; : : : ; Yn; I

Yk � N (a + bxk; �
2); k = 1; : : : ; n: sOWMESTNAQ FUNKCIQ PLOTNOSTI

Y1; : : : ; Yn RAWNA

fn(y
(n)) j a; b; �) = 1

(2�)n=2�n
exp

(
� 1

2�2
Xn

1(yk � a� bxk)
2)

)
;

TAK ^TO LOGARIFMI^ESKAQ FUNKCIQ PRAWDOPODOBIQ, NEOBHODIMAQ DLQ

OCENKI PARAMETROW a, b I � METODOM MAKSIMALXNOGO PRAWDOPODOBIQ

IMEET WID

L(a; b; � jY (n)) = �n
2
ln 2� � n ln� � 1

2�2

nX
1
(Yk � a� bxk)

2
:

wY^ISLQQ PROIZWODNYE \TOJ FUNKCII PO PEREMENNYM a, b I �; PO-

LU^AEM URAWNENIQ PRAWDOPODOBIQ

nX
1
(Yk � a� bxk) = 0;

nX
1
xk(Yk � a� bxk) = 0;

n�
2 �

nX
1
(Yk � a� bxk)

2 = 0:
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kONE^NO, \TO O^ENX PROSTAQ SISTEMA URAWNENIJ, RE[ENIE KOTOROJ NE

MOVET WYZYWATX KAKIH-LIBO ZATRUDNENIJ, I MY SRAZU PI[EM OCENKI

MAKSIMALXNOGO PRAWDOPODOBIQ

ân = Y � mxY

s2
x

x; b̂n =
mxY

s2
x

; �̂
2 =

1

n

nX
1

�
Yk � ân � b̂nxk

�2
;

GDE

x =
1

n

nX
1
xk; Y =

1

n

nX
1
Yk; sx =

1

n

nX
1
(xk � x)2; SY =

1

n

nX
1
(Yk � Y )2;

mxY =
1

n

nX
1
(xk � x)(Yk � Y ):

lEGKO WIDETX, ^TO OCENKI PO METODU MAKSIMALXNOGO PRAWDOPODOBIQ

PARAMETROW a I b SOWPADA@T S IH OCENKAMI PO METODU NAIMENX[IH

KWADRATOW. w \TOM METODE \WYRAWNIWANIQ" \KSPERIMENTALXNYH DAN-

NYH OCENKI I]UTSQ IZ USLOWIQ MINIMIZACII SUMMY KWADRATOW NE-

WQZOK:
Xn

1(Yk � a � bxk)
2
; PRI^EM POD NEWQZKOJ PONIMAETSQ RAZNOSTX

MEVDU OTKLIKOM Y I EGO \TEORETI^ESKIM" SREDNIM ZNA^ENIEM a+ bx:

pRIM E R 4. 4. oCENKA PARAMETROW DWUMERNOGO NORMALXNOGO RAS-

PREDELENIQ: ZADA^I REGRESSII I PROGNOZA. oCENKA PO METODU MAKSI-

MALXNOGO PRAWDOPODOBIQ PQTI PARAMETROW �1; �2; �
2
1; �

2
2; � DWUMERNOGO

NORMALXNOGO RASPREDELENIQ S FUNKCIEJ PLOTNOSTI

f(x; y j �) = 1

2��1�2
p
1 � �2

�

exp

8<
:�

1

2(1 � �2)

0
@(x� �1)

2

�21

� 2�
(x � �1)(y � �2)

�1�2
+

(y � �2)
2

�22

1
A
9=
;

NE PREDSTAWLQET OSOBOJ TEHNI^ESKOJ SLOVNOSTI. |TI OCENKI SOWPADA-

@T S OCENKAMI PO METODU MOMENTOW I, TAKIM OBRAZOM, RAWNY WYBORO^-

NYM ANALOGAM TEH HARAKTERISTIK DWUMERNOGO NORMALXNOGO RASPREDE-

LENIQ, KOTORYE SOOTWETSTWU@T UKAZANNYM PQTI PARAMETRAM:

�̂1;n = X; �̂2;n = Y ; �̂
2
1;n = S

2
X
; �̂

2
2;n = S

2
Y
; �̂n = r:

fORMULY DLQ WY^ISLENIQ WYBORO^NYH SREDNIH X I Y ; WYBORO^NYH

DISPERSIJ S2
1 I S

2
2; A TAKVE WYBORO^NOGO KO\FFICIENTA KORRELQCII r

PRIWEDENY W KONCE x2.
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pOLU^ENNYE OCENKI ^ASTO ISPOLXZU@TSQ DLQ OCENKI PARAMETROW

LINEJNOGO PROGNOZA Y = a + bX ZNA^ENIJ SLU^AJNOJ WELI^INY Y

PO REZULXTATAM NABL@DENIJ X: w SLU^AE NORMALXNOGO RASPREDELENIQ

LINEJNYJ PROGNOZ OBLADAET SWOJSTWOM OPTIMALXNOSTI S TO^KI ZRENIQ

MALOSTI SREDNEJ KWADRATI^NOJ O[IBKI I SOWPADAET S KRIWOJ SREDNEJ

KWADRATI^NOJ REGRESSII (SM. PREDLOVENIE 10.3 KURSA tw)

y = �2 + �
�2

�1
(x � �1):

oDNAKO FORMALXNAQ PODGONKA PROGNOSTI^ESKOJ KRIWOJ S POMO]X@

PRQMOJ LINII ISPOLXZUETSQ I WNE RAMOK NORMALXNOJ MODELI, I W \TOM

SLU^AE OCENKI

ân = Y � r
S2

S1
X; b̂n = r

S2

S1

SOWPADA@T S OCENKAMI PO METODU NAIMENX[IH KWADRATOW: MINIMI-

ZIRUETSQ, KAK I W PRIMERE 4.3, SUMMA KWADRATOW NEWQZOK

nX
1
(Yk � a� bXk)

2
:

hOTQ OCENKI W OBOIH PRIMERAH IME@T ODINAKOWYJ WID, NO RE[A-

EMYE W NIH STATISTI^ESKIE PROBLEMY WESXMA RAZLI^NY: W PRIMERE

4.3 OCENIWALISX PARAMETRY NEKOTOROJ FUNKCIONALXNOJ ZAWISIMOSTI

S O[IBKAMI W NABL@DENIQH OTKLIKA, W TO WREMQ KAK W PRIMERE 4.4

RE[AETSQ ZADA^A WYQWLENIQ KORRELQCIONNOJ SWQZI I ISPOLXZOWANIQ

\TOJ SWQZI DLQ PROGNOZA.

lEKCIQ 7

iSSLEDUEM TEPERX ASIMPTOTI^ESKIE SWOJSTWA OCENOK PO METODU

MAKSIMALXNOGO PRAWDOPODOBIQ.

nA^NEM S WYQSNENIQ DOSTATO^NYH USLOWIJ SOSTOQTELXNOSTI \TIH

OCENOK. tAKIE OGRANI^ENIQ NA WEROQTNOSTNU@ MODELX OBY^NO NAZY-

WA@TSQ USLOWIQMI REGULQRNOSTI, I W DANNOM SLU^AE ONI IME@T SLE-

DU@]IJ WID.

(R1) pARAMETRI^ESKOE PROSTRANSTWO � ESTX OTKRYTYJ INTERWAL NA

PRQMOJ R:
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(R2) nOSITELX X RASPREDELENIQ P � NABL@DAEMOJ SLU^AJNOJ WELI^INY

X NE ZAWISIT OT �; TO ESTX WSE MNOVESTWA X = fx : f(x j �) > 0g
MOVNO S^ITATX ODINAKOWYMI, KAKOWO BY NI BYLO � 2 �:

(R3) rASPREDELENIQ P � RAZLI^NY PRI RAZNYH �; TO ESTX PRI L@BYH

�1 6= �2; �1; �2 2 �; IMEET MESTO TOVDESTWO �fx : x 2
X; f(x j �1) = f(x j �2)g = 0; GDE � { MERA, PO KOTOROJ WY^ISLQ-

ETSQ PLOTNOSTX f(x j �) RASPREDELENIQ P �:

dOKAZATELXSTWO SOSTOQTELXNOSTI OCENOK MAKSIMALXNOGO PRAWDOPO-

DOBIQ, KAK I OCENOK PO METODU MOMENTOW, OPIRAETSQ NA ZAKON BOLX[IH

^ISEL, NO PRI \TOM ISPOLXZUETSQ SLEDU@]EE DOSTATO^NO PROSTOE, NO

IGRA@]EE BOLX[U@ ROLX W TEORII WEROQTNOSTEJ, NERAWENSTWO.

lEMMA 4.1. (NERAWENSTWO jENSENA) pUSTXX { SLU^AJNAQ WELI^INA

S KONE^NYM MATEMATI^ESKIM OVIDANIEM. eSLI FUNKCIQ g(�) DWAVDY
DIFFERENCIRUEMA I WYPUKLA (g00 > 0) NA NEKOTOROM INTERWALE, SO-

DERVA]EM NOSITELX RASPREDELENIQ X; I MATEMATI^ESKOE OVIDANIE

E g(X) SU]ESTWUET, TO SPRAWEDLIWO NERAWENSTWO E g(X) � g(EX);

PRI^EM ZNAK RAWENSTWA DOSTIGAETSQ TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA RAS-

PREDELENIE X SOSREDOTO^ENO W ODNOJ TO^KE (X = const:):

dOK A Z A T E L X ST WO.. tAK KAK FUNKCIQ g DWAVDY DIFFERENCIRUE-

MA, TO SPRAWEDLIWO SLEDU@]EE PREDSTAWLENIE tEJLORA W OKRESTNOSTI

TO^KI � = EX :

g(X) = g(�) + (X � �)g0(�) + (X � �)2g00(�+ �(X � �))=2; 0 < � < 1:

wY^ISLQQ MATEMATI^ESKOE OVIDANIE OT OBEIH ^ASTEJ \TOGO RAWENST-

WA, POLU^AEM

E g(X) = g(EX) + E(X � �)2g00(� + �(X � �))=2 � g(EX):

zNAK RAWENSTWA WOZMOVEN TOLXKO W SLU^AE E(X � �)2g00(�+ �(X �
�)) = 0: nO POSKOLXKU g00 > 0; TO POSLEDNEE RAWENSTWO S NEOBHODIMOS-

TX@ WLE^ET (X � �)2 = 0; TO ESTX X = const:

pOKAVEM TEPERX, ^TO SPRAWEDLIWA

tEOREMA 4.1 (SOSTOQTELXNOSTX). eSLI FUNKCIQ LOGARIFMI^ESKOGO

PRAWDOPODOBIQ

L(� jX (n)) =
nX

k=1

ln f(Xk j �) (3)
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IMEET EDINSTWENNYJ MAKSIMUM, TO PRI WYPOLNENII USLOWIJ REGU-

LQRNOSTI (R1){(R3) TO^KA �̂n DOSTIVENIQ MAKSIMUMA \TOJ FUNKCII

(OCENKA MAKSIMALXNOGO PRAWDOPODOBIQ) QWLQETSQ SOSTOQTELXNOJ OCEN-

KOJ PARAMETRA �:

dOK A Z A T E L X ST WO.. pOKAVEM, ^TO DLQ L@BOGO FIKSIROWANNOGO

�0 2 � I L@BOGO " > 0 WEROQTNOSTX P�0

�
j �̂n � �0 j < "

�
! 1:

eSLI �0 { ISTINNOE ZNA^ENIE PARAMETRA �; TO W SILU USLOWIQ (R1)

�0 { WNUTRENNQQ TO^KA �. tOGDA SFORMULIROWANNAQ WY[E ZADA^A

SOSTOIT W DOKAZATELXSTWE SLEDU@]EGO UTWERVDENIQ: W NEKOTOROJ "-

OKRESTNOSTI (�0 � "; �0 + ") FUNKCIQ L( � jX (n)) OBLADAET LOKALXNYM

MAKSIMUMOM S WEROQTNOSTX@, STREMQ]EJSQ K EDINICE PRI n!1:

nO ESLI PROISHODIT SOBYTIE

An =
n
L(�0 jX (n)) > L(�0 � " jX (n))

o
;

TO WNUTRI \TOJ OKRESTNOSTI IMEETSQ TO^KA MAKSIMUMA, I NAM OSTAETSQ

TOLXKO POKAZATX, ^TO P �0
(An)! 1; IBO P �0

�
j �̂n � �0 j < "

�
� P �0

(An):

iSPOLXZUQ USLOWIE (R2) I WID FUNKCII L (SM. (3)), PREDSTAWIM

NERAWENSTWO, OPREDELQ@]EE SOBYTIE An; W WIDE

1

n

nX
k=1

ln
f(Xk j �0 � ")

f(Xk j �0)
< 0:

w SILU ZAKONA BOLX[IH ^ISEL hIN^INA LEWAQ ^ASTX \TOGO NERAWEN-

STWA SHODITSQ PO WEROQTNOSTI K

E �0
ln
f(Xk j �0 � ")

f(Xk j �0)
; (4)

I DLQ DOKAZATELXSTWA UTWERVDENIQ DOSTATO^NO POKAZATX, ^TO \TO MA-

TEMATI^ESKOE OVIDANIE STROGO MENX[E NULQ (KSTATI, DOKAVITE SAMI,

^TO PRI SPRAWEDLIWOSTI USLOWIJ TEOREMY MATEMATI^ESKOE OVIDANIE

(4) WSEGDA SU]ESTWUET, W PROTIWNOM SLU^AE ZAKON BOLX[IH ^ISEL hIN-

^INA NE PRIMENIM).

tAK KAK g(x) = � ln x { WYPUKLAQ FUNKCIQ, TO W SILU NERAWENSTWA

jENSENA

E �0
ln
f(X j �0 � ")

f(X j �0)
� lnE �0

f(X j �0 � ")

f(X j �0)
=

ln
Z
X

f(x j �0 � ")

f(x j �0)
� f(x j �0)d�(x) = ln 1 = 0;
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PRI^EM RAWENSTWO NUL@ PERWOGO ^LENA W \TOJ CEPO^KE NERAWENSTW WOZ-

MOVNO LI[X W SLU^AE

f(X j �0 � ")

f(X j �0)
= const:;

TO ESTX, POSKOLXKU INTEGRAL OT PLOTNOSTI RAWEN 1, LI[X W SLU^AE

f(X j �0 � ") = f(X j �0); ^TO NEWOZMOVNO W SILU USLOWIQ (R3). tAKIM

OBRAZOM, MATEMATI^ESKOE OVIDANIE (4) STROGO MENX[E NULQ, I SOSTO-

QTELXNOSTX OCENKI MAKSIMALXNOGO PRAWDOPODOBIQ DOKAZANA.

iZU^IM TEPERX ASIMPTOTI^ESKOE RASPREDELENIE OCENKI MAKSIMALX-

NOGO PRAWDOPODOBIQ. dLQ \TOGO NAM POTREBUETSQ WWESTI DOPOLNITELX-

NYE USLOWIQ REGULQRNOSTI.

(R4) dLQ KAVDOJ TO^KI �0 PARAMETRI^ESKOGO PROSTRANSTWA � SU]EST-

WUET NEKOTORAQ EE OKRESTNOSTX, W KOTOROJ FUNKCIQ PLOTNOSTI

f(x j�) TRIVDY DIFFERENCIRUEMA PO PARAMETRU � I������
@f(x j �)
@�

������ � H1(x); (5)

������
@
2
f(x j �)
@�2

������ � H2(x); (6)

������
@
3 ln f(x j �)
@�3

������ � H3(x);

PRI^EM FUNKCIIH1;H2 IH3 INTEGRIRUEMY PO MERE � NA NOSITELE

X RASPREDELENIQ X:

(R5) fUNKCIQ

I(�) = E �

0
@@ ln f(X j �)

@�

1
A2 = Z

X

0
@@ ln f(x j �)

@�

1
A2 f(x j �) d�(x) > 0;

KAKOWO BY NI BYLO � 2 �:

eSTESTWENNO, STOLX GROMOZDKIE I, NA PERWYJ WZGLQD, STRANNYE

USLOWIQ TREBU@T NEKOTOROGO KOMMENTARIQ.

uSLOWIE (R4) OZNA^AET, ^TO SOOTWETSTWU@]IE PROIZWODNYE FUNK-

CII PLOTNOSTI RAWNOMERNO INTEGRIRUEMY NA X; I PO\TOMU MOVNO WY-

NOSITX PROIZWODNU@ PO � ZA ZNAK INTEGRALA.
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uSLOWIE (R5) TREBUET POLOVITELXNOSTI O^ENX WAVNOJ, S TO^KI ZRE-

NIQ SOSTOQTELXNOSTI STATISTI^ESKOGO WYWODA, HARAKTERISTIKI WERO-

QTNOSTNOJ MODELI: I(�) NAZYWAETSQ INFORMACIEJ PO fI[ERU W TO^KE

�; SODERVA]EJSQ W NABL@DENII SLU^AJNOJ WELI^INY X: eSLI I(�) = 0;

TO WOZNIKA@T NEPREODOLIMYE TRUDNOSTI S PRINQTIEM KORREKTNOGO RE-

[ENIQ, SOOTWETSTWU@]EGO \TOJ PARAMETRI^ESKOJ TO^KE �: pONQTNO,

^TO ANALOGI^NYM OBRAZOM MOVNO OPREDELITX I INFORMACI@ PO fI-

[ERU, SODERVA]U@SQ W SLU^AJNOJ WYBORKE X (n) :

In(�) = E �

0
@@ ln fn(X (n) j �)

@�

1
A
2

:

pRIWEDEM NESKOLXKO UTWERVDENIJ, KASA@]IHSQ SWOJSTW INFORMA-

CII PO fI[ERU.

lEMMA 4.2. 10: pRI WYPOLNENII USLOWIQ (R4) W ^ASTI (6) DLQ WY-

^ISLENIQ INFORMACII PO fI[ERU MOVNO ISPOLXZOWATX FORMULU

I(�) = �E�

@
2 ln f(X j �)

@�2
:

20: pRI WYPOLNENII USLOWIQ (R4) W ^ASTI (5) INFORMACIQ PO fI[E-

RU OBLADAET SWOJSTWOM ADDITIWNOSTI In(�) = nI(�) { INFORMACIQ,

SODERVA]AQSQ W WYBORKE, RAWNA SUMME INFORMACIJ, SODERVA]IHSQ W

NABL@DENII KAVDOJ EE KOMPONENTY.

dOK A Z A T E L X ST WO.. 10: uSLOWIE (R4) W ^ASTI (6) OBESPE^IWAET

WOZMOVNOSTX SMENY PORQDKA DIFFERENCIROWANIQ I INTEGRIROWANIQ

FUNKCII PLOTNOSTI, PO\TOMU

E �

@
2 ln f(X j �)

@�2
= E �

0
B@f 00��(X j �)
f(X j �) �

0
@f 0�(X j �)
f(X j �)

1
A2
1
CA =

Z
X

f
00
��
(x j �)

f(x j �) � f(x j �)d�(x) � I(�) =
d
2

d�2

Z
X

f(x j �)d�(x) � I(�) = �I(�):

20: iSPOLXZUQ NEZAWISIMOSTX I ODINAKOWU@ RASPREDELENNOSTX KOM-

PONENT SLU^AJNOJ WYBORKI, POLU^AEM, ^TO

In(�) = E�

0
@@

Xn

1 ln f(Xk j �)
@�

1
A2 =
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E �

0
B@ nX
k=1

0
@@ ln f(Xk j �)

@�

1
A2 �X

i 6=j

@ ln f(Xi j �)
@�

� @ ln f(Xj j �)
@�

1
CA =

nX
k=1

E �

0
@@ ln f(Xk j �)

@�

1
A2 �X

i6=j

E �

@ ln f(Xi j �)
@�

�E �

@ ln f(Xj j �)
@�

= nI(�);

POSKOLXKU, W SILU NERAWENSTWA (5) W USLOWII (R4), MATEMATI^ESKOE

OVIDANIE

E �

@ ln f(X j �)
@�

=
Z
X

f
0
�
(x j �)

f(x j �) � f(x j �) d�(x) =
d

d�

Z
X

f(x j �) d�(x) = 0:

tEPERX PRISTUPIM K WYWODU ASIMPTOTI^ESKOGO RASPREDELENIQ OCE-

NKI MAKSIMALXNOGO PRAWDOPODOBIQ SKALQRNOGO PARAMETRA �:

tEOREMA 4.2 (ASIMPTOTI^ESKAQ NORMALXNOSTX). pRI WYPOLNENII

USLOWIJ (R1){(R5) L@BOJ KORENX �̂n = �̂n(X
(n)) URAWNENIQ PRAWDOPO-

DOBIQ @L(� jX (n))=@� = 0 ASIMPTOTI^ESKI (n!1) NORMALEN SO SRED-

NIM � I DISPERSIEJ (nI(�))�1; TO ESTX

lim
n!1

P �

�
(�̂n � �)

q
nI(�) < x

�
= �(x):

dOK A Z A T E L X ST WO.. eSLI �̂n { OCENKA PO METODU MAKSIMALXNO-

GO PRAWDOPODOBIQ (KORENX URAWNENIQ PRAWDOPODOBIQ), TO IMEET MESTO

TOVDESTWO @L(�̂n jX (n))=@� = 0: iSPOLXZUQ USLOWIE (R4), RAZLOVIM

EGO LEWU@ ^ASTX PO FORMULE tEJLORA W OKRESTNOSTI ISTINNOGO ZNA^E-

NIQ �0 PARAMETRA � :

@L(�̂n jX (n))=@� = L0(�0 jX (n))+

(�̂n � �0)L00(�0 jX (n)) + (�̂n � �0)
2L000(�1 jX (n))=2 = 0;

GDE PROIZWODNYE OT FUNKCII PRAWDOPODOBIQ L WY^ISLQ@TSQ PO PARA-

METRU �; A �1 = �0 + �(�̂n � �0); 0 < � < 1:

rAZRE[IM POLU^ENNOE URAWNENIE OTNOSITELXNO WELI^INY
p
n(�̂n �

�0); KOTORAQ, SOGLASNO UTWERVDENI@ TEOREMY, DOLVNA IMETX W PREDELE

PRI n ! 1 NORMALXNOE RASPREDELENIE SO SREDNIM 0 I DISPERSIEJ

[ I(�0) ]
�1 :

p
n(�̂n � �0) =

L0(�0 jX (n))=
p
n

�L00(�0 jX (n))=n � (�̂n � �0)L000(�1 jX (n))=2n
: (7)
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~ISLITELX PRAWOJ ^ASTI \TOGO PREDSTAWLENIQ

1p
n
L0(�0 jX (n)) =

1p
n

nX
1

@ ln f(Xk j �)
@�

ESTX NORMIROWANNAQ NA
p
n SUMMA NEZAWISIMYH, ODINAKOWO RASPRE-

DELENNYH SLU^AJNYH WELI^IN S NULEWYMI SREDNIMI I DISPERSIQMI

I(�0) > 0 (SM. DOKAZATELXSTWO PUNKTA 20 LEMMY 4.2). tAKIM OBRAZOM,

W SILU CENTRALXNOJ PREDELXNOJ TEOREMY ^ISLITELX PRAWOJ ^ASTI (7)

ASIMPTOTI^ESKI NORMALEN S \TIMI PARAMETRAMI, I DLQ ZAWER[ENIQ

DOKAZATELXSTWA TEOREMY DOSTATO^NO POKAZATX, ^TO ZNAMENATELX (7)

SHODITSQ PO WEROQTNOSTI K POSTOQNNOJ I(�0); I SOSLATXSQ NA PUNKT

(2) PREDLOVENIQ 11.1 (TEOREMA TIPA sLUCKOGO) KURSA tw.

w SILU ZAKONA BOLX[IH ^ISEL I UTWERVDENIQ 10 LEMMY 4.2 PERWOE

SLAGAEMOE W ZNAMENATELE (7)

�1

n
L00(�0 jX (n)) = �1

n

nX
1

@
2 ln f(Xk j �0)

@�2
!
P

�E �0

@
2 ln f(X j �0)

@�2
= I(�0);

TAK ^TO OSTAETSQ POKAZATX, ^TO I WTOROE SLAGAEMOE SHODITSQ PO WERO-

QTNOSTI K NUL@.

tAK KAK PRI WYPOLNENII USLOWIJ (R1){(R3) OCENKA MAKSIMALXNO-

GO PRAWDOPODOBIQ SOSTOQTELXNA, TO �̂n � �0!
P
0: mNOVITELX PRI \TOJ

RAZNOSTI
1

n
L000(�1 jX (n)) =

1

n

nX
1

@
3 ln f(Xk j �1)

@�3

W SILU USLOWIQ (R4), NA^INAQ S NEKOTOROGO n PO ABSOL@TNOJ WELI^INE

NE PREWOSHODIT (1=n)
Xn

1H3(Xk) (\TO TO n; PRI KOTOROM �1 POPADAET W

OKRESTNOSTX TO^KI �0). pRIMENQQ K \TOJ SUMME ZAKON BOLX[IH ^ISEL,

POLU^AEM, ^TO ONA SHODITSQ PO WEROQTNOSTI K

E �0
H3(X) �

Z
X
H3(x) d�(x) < 1;

I PO\TOMU UKAZANNYJ WY[E SOMNOVITELX OGRANI^EN S WEROQTNOSTX@

EDINICA, A WSE WTOROE SLAGAEMOE W ZNAMENATELE PRAWOJ ^ASTI (7) SHO-

DITSQ PO WEROQTNOSTI K NUL@.

dOKAZANNAQ TEOREMA, KAK BUDET WIDNO IZ OSNOWNOGO REZULXTATA

SLEDU@]EGO PARAGRAFA, USTANAWLIWAET ASIMPTOTI^ESKU@ OPTIMALX-

NOSTX OCENOK MAKSIMALXNOGO PRAWDOPODOBIQ S TO^KI ZRENIQ KWADRA-

TI^NOGO RISKA.
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