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pOSTROENIE WEROQTNOSTNYH MODELEJ W KURSE TEORII WEROQTNOSTEJ

OSU]ESTWLQLOSX POSREDSTWOM SPECIFIKACII FUNKCII RASPREDELENIQ

ILI FUNKCII PLOTNOSTI NABL@DAEMOJ SLU^AJNOJ WELI^INY X: l@BAQ

IZ \TIH FUNKCIJ ODNOZNA^NO OPREDELQET RASPREDELENIE X NA SIGMA-

ALGEBRE A BORELEWSKIH MNOVESTW, POROVDENNOJ INTERWALAMI W PRO-

STRANSTWE X = R WOZMOVNYH ZNA^ENIJ X; I S IH POMO]X@ WY^IS-

LQLISX TAKIE HARAKTERISTIKI RASPREDELENIQ, KAK SREDNEE, DISPER-

SIQ, KO\FFICIENTY ASIMMETRII I \KSCESSA, KWANTILI, MODA I PR. w

PRIKLADNOJ STATISTIKE SU]ESTWUET TRADICIQ, ILI, MOVNO SKAZATX,

OBQZATELXNOE PRAWILO, PREDSTAWLQTX POLU^ENNYE \KSPERIMENTALXNYE

DANNYE S POMO]X@ STATISTIK { WYBORO^NYH ANALOGOW \TIH FUNKCIJ

I HARAKTERISTIK RASPREDELENIQ X: wYBORO^NYE HARAKTERISTIKI QW-

LQ@TSQ OCENKAMI ISTINNYH ZNA^ENIJ SWOIH PROOBRAZOW I POZWOLQ@T

SUDITX W OB]IH ^ERTAH O HARAKTERE RASPREDELENIQ NABL@DAEMOJ SLU-

^AJNOJ WELI^INY.

tAKAQ \OPISATELXNAQ" STATISTIKA OBY^NO NA^INAETSQ S POSTROENIQ

WARIACIONNOGO RQDA: WYBORO^NYE DANNYE x1; : : : ; xn UPORQDO^IWA@TSQ

PO WOZRASTANI@ IH ZNA^ENIJ x(1) � : : : � x(n); I POLU^ENNYJ TAKIM

OBRAZOM WEKTOR S NEUBYWA@]IMI KOMPONENTAMI SLUVIT REALIZACI-

EJ SLU^AJNOGO WEKTORA X(1); : : : ;X(n); KOTORYJ, SOBSTWENNO, I SLEDU-

ET NAZYWATX WARIACIONNYM RQDOM. kOMPONENTY WARIACIONNOGO RQDA

NAZYWA@TSQ PORQDKOWYMI STATISTIKAMI, A X(1) I X(n) { KRAJNIMI

^LENAMI WARIACIONNOGO RQDA. mY UVE STALKIWALISX S PORQDKOWYMI

STATISTIKAMI, KOGDA IZU^ALI STRUKTURU PUASSONOWSKOGO PROCESSA I

STROILI WEROQTNOSTNU@ MODELX \SLABOGO ZWENA" (RASPREDELENIE wEJ-

BULLA).

uPORQDO^ENNYE DANNYE NANOSQTSQ NA OSX ABSCISS, I STROITSQ STU-

PEN^ATAQ FUNKCIQ, WOZRASTA@]AQ SKA^KAMI WELI^INY 1=n W KAVDOJ

TO^KE x(1); : : : ; x(n): pOSTROENNAQ TAKIM OBRAZOM DISKRETNAQ FUNKCIQ

RASPREDELENIQ QWLQETSQ REALIZACIEJ SLU^AJNOJ FUNKCII

Fn(x) =
1

n

nX
k=1

I(Xk < x)
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(I(A); KAK OBY^NO, INDIKATOR SOBYTIQ A) I NAZYWAETSQ \MPIRI^ESKOJ

FUNKCIEJ RASPREDELENIQ.

1

x(1)

�

x(2)
x(3)

�

x(4)

�

x(5)

�

x(6)

�

tAKIM OBRAZOM, DISKRETNOE \MPIRI^ESKOE RASPREDELENIE PRIPISY-

WAET RAWNYE WEROQTNOSTI 1=n KAVDOJ IZ n KOMPONENT WYBORO^NOGO

WEKTORA, I PRI KAVDOM FIKSIROWANNOM x 2 R SLU^AJNAQ WELI^INA

nFn(x) POD^INQETSQ BINOMIALXNOMU RASPREDELENI@ B(n; F (x)) :

P (Fn(x) = k=n) = Ck

n
F k(x)(1 � F (x))n�k; k = 0; 1; : : : ; n:

w SILU ZAKONA BOLX[IH ^ISEL bERNULLI Fn!
P

F (x) PRI L@BOM x 2
R: bOLEE TOGO, TEOREMA gLIWENKO{kANTELLI, UTWERVDENIE KOTOROJ

Dn = sup
x2R

jFn(x) � F (x) j !
P
0

MY PRIWODIM BEZ DOKAZATELXSTWA, UKAZYWAET NA RAWNOMERNOSTX \TOJ

SHODIMOSTI NA WSEJ ^ISLOWOJ OSI R:

mY ZAKON^IM OBSUVDENIE SWOJSTW \MPIRI^ESKOJ FUNKCII RASPRE-

DELENIQ FORMULIROWKOJ [IROKO IZWESTNOGO REZULXTATA a.n. kOLMO-

GOROWA:

lim
n!1

P (
p
nDn < x) =

+1X
k=�1

(�1)ke�k2x2

:

pOLU^ENNAQ IM FORMULA DLQ ASIMPTOTI^ESKOGO (n ! 1) RASPREDE-

LENIQ STATISTIKI
p
nDn; HARAKTERIZU@]EJ WELI^INU RASHOVDENIQ

MEVDU TEORETI^ESKIM F I \MPIRI^ESKIM Fn RASPREDELENIQMI, IS-

POLXZUETSQ DLQ POSTROENIQ KRITERIQ SOGLASIQ WYBORO^NYH DANNYH

S PREDPOLOVENIEM, ^TO F QWLQETSQ ISTINNOJ FUNKCIEJ RASPREDELE-

NIQ, IZ KOTOROGO IZWLEKAETSQ WYBORKA (GIPOTEZOJ O TOM, ^TO F ESTX

FUNKCIQ RASPREDELENIQ NABL@DAEMOJ SLU^AJNOJ WELI^INY X).
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iTAK, MY USTANOWILI, ^TO \MPIRI^ESKOE RASPREDELENIE SHODITSQ

PO WEROQTNOSTI K ISTINNOMU (ILI, KAK OBY^NO GOWORQT PRIKLADNIKI,

TEORETI^ESKOMU) RASPREDELENI@, I TEPERX MOVEM OBRATITXSQ K WY-

^ISLENI@ MOMENTNYH I KWANTILXNYH HARAKTERISTIK RASPREDELENIQ

Fn: eGO NECENTRALXNYE

ak =
Z
R

x kdFn(x) =
1

n

nX
i=1

Xk

i

I CENTRALXNYE

mk =
Z
R

(x � a1)
kdFn(x) =

1

n

nX
i=1

(Xi � a1)
k

MOMENTY SLUVAT WYBORO^NYMI ANALOGAMI SOOTWETSTWU@]IH TEORE-

TI^ESKIH MOMENTOW �k; k = 1; 2 : : : ; I �k; k = 2; 3; : : : ; I NAZYWA@TSQ

WYBORO^NYMI MOMENTAMI.

eSLI TEORETI^ESKIE MOMENTY SU]ESTWU@T, TO W SILU ZAKONA BOLX-

[IH ^ISEL WYBORO^NYE MOMENTY SHODQTSQ PO WEROQTNOSTI K SWOIM TE-

ORETI^ESKIM PROOBRAZAM. sREDI WYBORO^NYH MOMENTOW OSOBOE MESTO

ZANIMA@T MOMENTY PERWOGO I WTOROGO PORQDKOW. wYBORO^NYJ MOMENT

a1 NAZYWAETSQ WYBORO^NYM SREDNIM I IMEET SPECIALXNOE OBOZNA^E-

NIE X; WYBORO^NAQ DISPERSIQ m2 = a2 � X
2
OBY^NO OBOZNA^AETSQ

S2: sOOTWETSTWU@]IM OBRAZOM OPREDELQ@TSQ WYBORO^NYJ KO\FFICI-

ENT ASIMMETRII g1 = m3=S
3 I WYBORO^NYJ KO\FFICIENT \KSCESSA

g2 = m4=S
4 � 3:

pRI WYBORE IZ m-MERNOGO, m > 1; RASPREDELENIQ \MPIRI^ESKOE

RASPREDELENIE TAKVE PRIPISYWAET MASSU n�1 KAVDOMU WYBORO^NOMU

(WEKTORNOMU) ZNA^ENI@ Xk = (Xk1; : : : ;Xkm); k = 1; : : : ; n: w SOOT-

WETSTWII S \TIM MY MOVEM OPREDELITX WEKTOR WYBORO^NYH SREDNIH

X = (X1; : : : ;Xm) S KOMPONENTAMI

Xk =
1

n

nX
i=1

Xki; k = 1; : : : ;m;

WYBORO^NU@ KOWARIACIONNU@ MATRICU S = kSkj k S \LEMENTAMI

Skj =
1

n

nX
i=1

(Xki�Xk)(Xji�Xj) =
1

n

nX
i=1

XkiXji�XkXj; k; j = 1; : : : ;m;

I MATRICU WYBORO^NYH KO\FFICIENTOW KORRELQCII R = k rkj k S \LE-
MENTAMI rkj = Skj=

q
SkkSjj; k; j = 1; : : : ;m: sME[ANNYE MOMENTY BO-

LEE WYSOKIH PORQDKOW W MNOGOMERNOM SLU^AE OBY^NO NE WY^ISLQ@TSQ.
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eSLI WYBOR PROISHODIT IZ RASPREDELENIQ, DLQ KOTOROGO SPRAWEDLI-

WA TEOREMA SLOVENIQ (PREDLOVENIE 12.2 KURSA tw), TO RASPREDELENIE

WYBORO^NOGO SREDNEGO USTANAWLIWAETSQ DOSTATO^NO PROSTO. w OB]EM

VE SLU^AE MOVNO TOLXKO UTWERVDATX OB ASIMPTOTI^ESKOJ (n ! 1)

NORMALXNOSTI \TOJ STATISTIKI PRI USLOWII SU]ESTWOWANIQ WTOROGO

MOMENTA U TEORETI^ESKOGO RASPREDELENIQ. aNALOGI^NOE UTWERVDENIE

SPRAWEDLIWO I DLQ MOMENTOW L@BOGO k-GO PORQDKA, ESLI U F (x) SU-

]ESTWUET MOMENT PORQDKA 2k:

oBRATIMSQ TEPERX K WYBORO^NYM ANALOGAM KWANTILEJ RASPREDE-

LENIQ F NABL@DAEMOJ SLU^AJNOJ WELI^INY X: nAPOMNIM, ^TO DLQ

NEPRERYWNOGO RASPREDELENIQ KWANTILX PORQDKA p OPREDELQLASX KAK

RE[ENIE xp URAWNENIQ F (x) = p; A W SLU^AE DISKRETNOGO RASPREDE-

LENIQ { KAK NAIBOLX[EE x = xp IZ NOSITELQ RASPREDELENIQ, PRI KO-

TOROM F (xp) � p: pOSKOLXKU \MPIRI^ESKOE RASPREDELENIE DISKRETNO,

I EGO FUNKCIQ RASPREDELENIQ Fn(�) WOZRASTAET SKA^KAMI W TO^KAH,

SOOTWETSTWU@]IH KOMPONENTAM WARIACIONNOGO RQDA, TO WYBORO^NAQ

KWANTILX PORQDKA p POLAGAETSQ RAWNOJ PORQDKOWOJ STATISTIKEX([np ]);

GDE [x ]; KAK OBY^NO, OZNA^AET CELU@ ^ASTX x: eSTESTWENNO, DLQ POWY-

[ENIQ TO^NOSTI OCENKI ISTINNOJ KWANTILI xp MOVNO PROWODITX IN-

TERPOLQCI@ MEVDU STATISTIKAMIX([np ]) I X([np ]+1): tAK, WYBORO^NAQ

MEDIANA, BUDU^I KWANTILX@ PORQDKA p = 0:5; OBY^NO OPREDELQETSQ

KAK
�
X([n=2 ]) +X([n=2 ]+1)

�
=2: ~TO VE KASAETSQ OCENKI MODY RASPREDE-

LENIQ { TO^KI NAIBOLX[EGO SGU]ENIQ WYBORO^NYH DANNYH, TO ZDESX

NAM PRIDETSQ OBRATITXSQ K WYBORO^NYM ANALOGAM FUNKCII PLOTNOS-

TI.

pRI BOLX[IH OB_EMAH NABL@DENIJ WYBORO^NYE DANNYE OBY^NO

PODWERGA@TSQ GRUPPIROWKE, PRI \TOM INDIWIDUALXNYE WYBORO^NYE

ZNA^ENIQ NE PRIWODQTSQ, A UKAZYWA@TSQ LI[X KOLI^ESTWA NABL@DE-

NIJ, POPAW[IH W INTERWALY NEKOTOROGO RAZBIENIQ MNOVESTWA X ZNA-

^ENIJ NABL@DAEMOJ SLU^AJNOJ WELI^INY. pOQSNIM PROCEDURU GRUP-

PIROWKI NA PRIMERE WYBORKI IZ NEPRERYWNOGO ODNOMERNOGO RASPREDE-

LENIQ, KOGDA X = R:

w DEKARTOWOJ SISTEME KOORDINAT OSX ABSCISS RAZBIWAETSQ NA r �
2 INTERWALOW (�1; a1]; (a1; a2]; : : : ; (ar�2; ar�1]; (ar�1; +1); PRI^EM

WNUTRENNIE INTERWALY WYBIRA@TSQ, KAK PRAWILO, ODINAKOWOJ DLI-

NY: ai � ai�1 = �; i = 2; : : : ; r � 1: wYBORO^NYE DANNYE SORTIRU@TSQ

PO INTERWALAM RAZBIENIQ I PODS^ITYWA@TSQ ^ASTOTY ni; i = 1; : : : ; r
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POPADANIQ DANNYH W KAVDYJ INTERWAL. nAD KAVDYM WNUTRENNIM IN-

TERWALOM RISUETSQ PRQMOUGOLXNIK WYSOTY ni=n�; TAK ^TO PLO]ADX

ni=n KAVDOGO PRQMOUGOLXNIKA S NOMEROM i = 2; : : : ; r � 1 SLUVIT REA-

LIZACIEJ ^ASTOTNOJ OCENKI �i=n WEROQTNOSTI POPADANIQ NABL@DAEMOJ

SLU^AJNOJ WELI^INY X W SOOTWETSTWU@]IJ INTERWAL. zDESX �i { STA-

TISTIKA, KOTORU@ MOVNO ZAPISATX S POMO]X@ INDIKATOROW SOBYTIJ

Aij = fXj 2 (ai�1; ai]g; i = 1; : : : ; r; a0 = �1; ar = +1; j = 1; : : : ; n; A

IMENNO �i =
Xn

1
I(Ai). pOLU^ENNAQ TAKIM OBRAZOM SLU^AJNAQ STUPEN-

^ATAQ FUNKCIQ, PRINIMA@]AQ NULEWYE ZNA^ENIQ NA KRAJNIH INTERWA-

LAH (�1; a1]; (ar�1;+1) I RAWNAQ �i=n� NA WNUTRENNIH INTERWALAH

S NOMERAMI i = 2; : : : ; r � 1; NAZYWAETSQ GISTOGRAMMNOJ OCENKOJ fn
FUNKCII PLOTNOSTI f(x); x 2 R RASPREDELENIQ X; A EE REALIZACIQ (�i
ZAMENQ@TSQ NA NABL@DAEMYE ^ASTOTY ni; i = 1; : : : ; r) { GISTOGRAM-

MOJ WYBORKI x(n):

-2.5

4

-1.5

25

-0.5

43

0.5

23

1.5

5

2.5

w MATEMATI^ESKOJ STATISTIKE SU]ESTWUET RQD TEOREM, USTANAWLI-

WA@]IH, ^TO PRI OPREDELENNYH USLOWIQH NA PLOTNOSTX f; GISTOGRAM-

MNAQ OCENKA fn(x)!
P

f(x) PRI L@BOM x 2 R; ESLI n!1 I ODNOWREMEN-

NO r ! 1; A � ! 0 SO SKOROSTX@, ZAWISQ]EJ OPREDELENNYM OBRAZOM

OT n I r:

w SLU^AE GISTOGRAMMNOJ OCENKI FUNKCII PLOTNOSTI ESTESTWENNO

S^ITATX WYBORO^NYM ANALOGOM (OCENKOJ) MODY RASPREDELENIQ X SE-

REDINU INTERWALA RAZBIENIQ, W KOTOROM GISTOGRAMMA PRINIMAET NAI-

BOLX[EE ZNA^ENIE.

zAMETIM TAKVE, ^TO WEKTOR ^ASTOT (�1; : : : ; �r) IMEET MULXTINO-

MIALXNOE RASPREDELENIE M(r; n; p) S WEROQTNOSTQMI ISHODOW pi =

F (ai)�F (ai�1); i = 1; : : : ; r; ^TO POZWOLQET NAJTI RASPREDELENIE OCEN-

KI fn(x) PRI L@BOM x 2 R I POSTROITX KRITERIJ SOGLASIQ WYBO-
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RO^NYH DANNYH S GIPOTEZOJ O WIDE RASPREDELENIQ NABL@DAEMOJ SLU-

^AJNOJ WELI^INY. |TO [IROKO ISPOLXZUEMYJ NA PRAKTIKE KRITERIJ

HI-KWADRAT, OSNOWANNYJ NA STATISTIKE (SRAWNITE S KRITERIEM kOL-

MOGOROWA Dn)

X2 =
rX
1

(�i � npi)
2

npi
:

aSIMPTOTI^ESKOE RASPREDELENIE \TOJ STATISTIKI MY IZU^IM W PARA-

GRAFE, POSWQ]ENNOM STATISTI^ESKOJ PROWERKE GIPOTEZ.

iTAK, MY RASSMOTRELI OSNOWNYE WYBORO^NYE ANALOGI RASPREDELE-

NIQ NABL@DAEMOJ SLU^AJNOJ WELI^INY I EGO OSNOWNYH HARAKTERIS-

TIK. mY WYSKAZALI TAKVE RQD UTWERVDENIJ O RASPREDELENII \TIH

STATISTIK, ^TO POZWOLIT NAM W POSLEDU@]EM WY^ISLQTX POSLEDSTWIQ

OT IH ISPOLXZOWANIQ W KA^ESTWE RE[A@]IH FUNKCIJ. dLQ TOGO, ^TOBY

UQSNITX, NASKOLXKO WAVNO ZNATX HOTQ BY SREDNEE ZNA^ENIE STATISTI-

KI, PRETENDU@]EJ NA ROLX RE[A@]EJ FUNKCII, OBRATIMSQ SNOWA K

PRIMERU 1.1 PO ATTESTACII PARTII DIZELXNOGO TOPLIWA, GDE OBSUV-

DALASX SOPUTSTWU@]AQ PROBLEMA OCENKI DISPERSII �2 NABL@DAEMOJ

SLU^AJNOJ WELI^INY X � N (�; �2):

pREDLAGALOSX OCENIWATX �2 PO NAKOPLENNOMU W LABORATORII AR-

HIWU ISPYTANIJ ATTESTUEMYH PARTIJ DIZELXNOGO TOPLIWA, TO ESTX

PO DANNYM BOLX[OGO ^ISLA N WYBOROK X
(n)
1 ; : : : ;X

(n)
N MALOGO OB_-

EMA n: kAVDAQ i-AQ WYBORKA IZWLEKAETSQ IZ NORMALXNOGO (�i; �
2) RAS-

PREDELENIQ, PRI^EM SREDNIE �i MOGUT BYTX RAZLI^NYMI DLQ RAZNYH

WYBOROK, i = 1; : : : ; N; NO DISPERSIQ �2 U WSEH WYBOROK ODNA I TA

VE. pREDLAGAETSQ SLEDU@]AQ OCENKA �2: w KAVDOJ WYBORKE WY^IS-

LQETSQ WYBORO^NAQ DISPERSIQ S2
i
; i = 1; : : : ; N; I ZATEM BERETSQ IH

ARIFMETI^ESKOE SREDNEE: �̂2
N = (1=N )

XN

1
S2
i : rASPREDELENIE KAVDOJ

S2
i
NE ZAWISIT OT �i; i = 1; : : : ; N; POSKOLXKU WYBORO^NAQ DISPERSIQ

INWARIANTNA OTNOSITELXNO SDWIGOW Xk ! Xk + a: sLEDOWATELXNO,

PREDLAGAEMAQ OCENKA ESTX NORMIROWANNAQ NA N SUMMA NEZAWISIMYH,

ODINAKOWO RASPREDELENNYH SLU^AJNYH WELI^IN { KOPIJ STATISTIKI

S2 = (1=n)
Xn

1
(Xk � X)2; I W SILU ZAKONA BOLX[IH ^ISEL �̂2

N
!
P

ES2

PRI NEOGRANI^ENNOM WOZRASTANII OB_EMA N ARHIWNYH DANNYH. wY-

^ISLIM \TO MATEMATI^ESKOE OVIDANIE:

ES2 = E

0
@1
n

nX
1

X2
k
�X

2

1
A = EX2�EX2

= �2 +�2� �2

n
� �2 =

n� 1

n
�2;
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POSKOLXKU �2 = EX2 = DX + E2X; A X � N (�; �2=n):

tAKIM OBRAZOM, PREDLAGAEMAQ OCENKA OBLADAET ZNA^ITELXNYM SME-

]ENIEM PRI MALOM OB_EME n ISPYTANIJ KAVDOJ PARTII DIZELXNOGO

TOPLIWA. nAPRIMER, W SLU^AE n = 2 MY ZANIVAEM DISPERSI@ W DWA

RAZA, POSKOLXKU �̂2
N
!
P

�2=2: eSTESTWENNO, \TOT DEFEKT LEGKO USTRA-

NIM { DOSTATO^NO ISPOLXZOWATX ISPRAWLENNU@ NA SME]ENIE OCENKU

~�2
N
= (n=(n� 1))�̂2

N
:

lEKCIQ 4

w ZAWER[ENII \TOGO PARAGRAFA MY IZU^IM E]E ODIN KLASS ZAME-

^ATELXNYH STATISTIK, ISPOLXZUQ KOTORYE MOVNO REDUCIROWATX WY-

BORO^NYE DANNYE TOLXKO K IH ZNA^ENIQM BEZ POTERI INFORMACII. k

SOVALENI@, NE WSE STATISTI^ESKIE STRUKTURY OBLADA@T TAKIMI STA-

TISTIKAMI, NO, PO SU]ESTWU, TOLXKO W TEH STRUKTURAH, GDE IME@TSQ

DOSTATO^NYE STATISTIKI, WOZMOVNO POSTROENIE OPTIMALXNOGO STATIS-

TI^ESKOGO PRAWILA, NA KOTOROM DOSTIGAETSQ MINIMUM RISKA.

iDEQ, SOSTOQ]AQ W TOM, ^TO W OPREDELENNYH SLU^AQH DLQ PRINQTIQ

RE[ENIQ BEZ UWELI^ENIQ RISKA DOSTATO^NO ZNATX TOLXKO ZNA^ENIQ NE-

KOTORYH STATISTIK, A NE WSE WYBORO^NYE DANNYE, NE TREBUET WWEDENIQ

SPECIALXNYH MER INFORMACII, SODERVA]EJSQ W WYBORO^NYH DANNYH

I STATISTIKAH, { WSE STANOWITSQ QSNYM PRI RASSMOTRENII SLEDU@]EJ

PROSTEJ[EJ ZADA^I, S KOTOROJ MY IMELI DELO W SAMOM NA^ALE KURSA

TEORII WEROQTNOSTEJ.

pREDPOLOVIM, ^TO MY HOTIM UZNATX WEROQTNOSTX NASLEDOWANIQ

DOMINANTNOGO PRIZNAKA W OPYTAH mENDELQ I RASPOLAGAEM REZULX-

TATAMI x1; : : : ; xn SKRE]IWANIJ n PAR, GDE, KAK OBY^NO, KAVDOE xi
ESTX INDIKATOR NASLEDOWANIQ PRIZNAKA, i = 1; : : : ; n; A SOWOKUPNOSTX

WYBORO^NYH DANNYH PREDSTAWLQET REALIZACI@ SLU^AJNOJ WYBORKI

X1; : : : ;Xn IZ DWUHTO^E^NOGO RASPREDELENIQ S FUNKCIEJ PLOTNOSTI

f(x j �) = P �(X = x) = � x(1��)1�x; OTLI^NOJ OT NULQ TOLXKO W TO^KAH
x = 0 I 1. ~ASTOTNAQ OCENKA �̂n = T=n WEROQTNOSTI � NASLEDOWANIQ

PRIZNAKA OPREDELQETSQ STATISTIKOJ T =
Xn

1
Xk; WYBORO^NOE ZNA^ENIE

t =
Xn

1
xk KOTOROJ SOOTWETSTWUET ^ISLU POTOMKOW W \KSPERIMENTE, NA-

SLEDOWAW[IH DOMINANTNYJ PRIZNAK. eSTESTWENNO, WOZNIKAET WOPROS,

A NELXZQ LI IZWLE^X DOPOLNITELXNU@ INFORMACI@ O WELI^INE PARA-

METRA � IZ NOMEROW k1; : : : ; kt WYBORO^NYH DANNYH, PRINQW[IH ZNA^E-

NIE 1? nETRUDNO PONQTX, ^TO \TO WOZMOVNO TOLXKO W TOM SLU^AE, ESLI
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RASPREDELENIE WYBORO^NOGO WEKTORA X (n)
PRI USLOWII, ^TO STATIS-

TIKA T PRINQLA FIKSIROWANNOE ZNA^ENIE t; ZAWISIT OT PARAMETRA

�: dEJSTWITELXNO, ESLI MY BUDEM NABL@DATX SLU^AJNU@ WELI^INU,

KOTORAQ NE IMEET NIKAKOGO OTNO[ENIQ K INTERESU@]EMU NAS PARA-

METRU, TO OTKUDA \TOJ INFORMACII WZQTXSQ? iTAK, NAJDEM USLOWNOE

RASPREDELENIE X (n) OTNOSITELXNO T:

iSPOLXZUQ FORMULU USLOWNOJ WEROQTNOSTI, POLU^AEM, ^TO

P �

�
X (n) = x(n) jT = t

�
=
P �

�
fX (n) = x(n)gVfXn

1
Xk = tg

�
P �

�Xn

1
Xk = t

� :

eSLI ZNA^ENIQ KOMPONENT WEKTORA x(n) TAKOWY, ^TO
Xn

1
xk 6= t; TO SO-

BYTIQ X (n) = x(n) I
Xn

1
Xk = t; O^EWIDNO, NESOWMESTNY, I PO\TOMU W

\TOM SLU^AE USLOWNAQ WEROQTNOSTX RAWNA NUL@ (NE ZAWISIT OT �). eSLI

VE
Xn

1
xk = t; TO SOBYTIE X (n) = x(n) WLE^ET SOBYTIE

Xn

1
Xk = t; I

FORMULA DLQ WY^ISLENIQ USLOWNOJ WEROQTNOSTI UPRO]AETSQ:

P �

�
X (n) = x(n) jT = t

�
=
P �

�
X (n) = x(n)

�
P �

�Xn

1
Xk = t

� :

tAK KAK

P �

�
X (n) = x(n)

�
= fn(X

(n) j �) = �

Xn

1
xk(1� �)n�

Xn

1
xk;

P �

�Xn

1
Xk = t

�
= C t

n
� t(1� �)n�t;

TO W SLU^AE
Xn

1
xk = t USLOWNOE RASPREDELENIE WYBORO^NOGO WEKTORA

X (n) OTNOSITELXNO STATISTIKI T IMEET WID

P �

�
X (n) = x(n) jT = t

�
=

1

C t
n

;

I TAKVE NE ZAWISIT OT �:

iTAK, NA[I WYKLADKI POKAZYWA@T, ^TO RASPREDELENIE WYBORO^NO-

GO WEKTORA NA \PLOSKOSTI"
Xn

1
Xk = t NE ZAWISIT OT �; I PO\TOMU

RASPOLOVENIE ZNA^ENIJ xk = 1 W POSLEDOWATELXNOSTI x1; : : : ; xn PRI

FIKSIROWANNOM KOLI^ESTWE TAKIH ZNA^ENIJ NE NESET INFORMACII O

PARAMETRE �:

oPREDELENIE 2.1. sTATISTIKA T = T (X (n)) NAZYWAETSQ DOSTA-

TO^NOJ DLQ STATISTI^ESKOJ STRUKTURY Pn = fP �;n; � 2 �g; ESLI
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USLOWNOE RASPREDELENIE WYBORO^NOGO WEKTORA X (n) OTNOSITELXNO STA-

TISTIKI T NE ZAWISIT OT �:

w OB]EJ TEORII STATISTI^ESKOGO WYWODA W RAMKAH BOLEE OB]EGO

OPREDELENIQ STATISTI^ESKOGO PRAWILA USTANAWLIWAETSQ ZAME^ATELX-

NYJ FAKT: ESLI STATISTI^ESKAQ STRUKTURA OBLADAET DOSTATO^-

NOJ STATISTIKOJ T; TO, KAKOWO BY NI BYLO STATISTI^ESKOE PRA-

WILO � = �(X (n)); WSEGDA SU]ESTWUET PRAWILO �� = ��(T ); OSNOWANNOE

TOLXKO NA T; RISK KOTOROGO SOWPADAET S RISKOM PRAWILA �: tAKIM

OBRAZOM, POSTROENIE OPTIMALXNYH STATISTI^ESKIH PRAWIL SLEDUET

NA^INATX S POISKA DOSTATO^NYH STATISTIK. sLEDU@]AQ TEOREMA DA-

ET KRITERIJ SU]ESTWOWANIQ U STATISTI^ESKIH STRUKTUR DOSTATO^NYH

STATISTIK I, ODNOWREMENNO, UKAZYWAET PROSTOJ SPOSOB IH NAHOVDENIQ.

tEOREMA 2.1. dLQ TOGO, ^TOBY T = T (X (n)) BYLA DOSTATO^NOJ

STATISTIKOJ DLQ STATISTI^ESKOJ STRUKTURY, OPREDELQEMOJ FUNKCIEJ

PLOTNOSTI fn(x
(n) j �); NEOBHODIMO I DOSTATO^NO,^TOBY \TA FUNKCIQ

DOPUSKALA PREDSTAWLENIE

fn(x
(n) j �) = g �

�
T (x(n))

�
h(x(n)); (1)

GDE FUNKCIQ h NE ZAWISIT OT PARAMETRA �; A FUNKCIQ g ZAWISIT OT � I

ARGUMENTA x(n) TOLXKO ^EREZ ZNA^ENIQ T (x(n)) STATISTIKI T = T (X (n));

dOK A Z A T E L X ST WO. TEOREMY MY PROWEDEM TOLXKO DLQ DISKRETNO-

GO RASPREDELENIQ NABL@DAEMOJ SLU^AJNOJ WELI^INY, KOGDA FUNKCIQ

PLOTNOSTI WYBORKI fn(x
(n) j �) = P �

�
X (n) = x(n)

�
: w SLU^AE NEPRERYW-

NOGO RASPREDELENIQ SHEMA DOKAZATELXSTWA TA VE, NO PRIDETSQ DELATX

ZAMENU W n-KRATNOM INTEGRALE.

dOSTATO^NOSTX.pUSTX WYPOLNQETSQ FAKTORIZACIONNOE PREDSTAWLE-

NIE (1); TREBUETSQ POKAZATX, ^TO USLOWNOE RASPREDELENIE X (n) OTNOSI-

TELXNO T NE ZAWISIT OT �: kAK I W TOLXKO ^TO RASSMOTRENNOM PRIMERE

S DWUHTO^E^NYM RASPREDELENIEM, WOSPOLXZUEMSQ FORMULOJ USLOWNOJ

WEROQTNOSTI DLQ WY^ISLENIQ USLOWNOJ PLOTNOSTI X (n) OTNOSITELXNO

T :

P �

�
X (n) = x(n) jT (X (n)) = t

�
=
P �

�
fX (n) = x(n)gVfT (X (n)) = tg

�
P �(T (X (n)) = t)

:
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sOBYTIQ, STOQ]IE W ^ISLITELE, BUDUT NESOWMESTNYMI, ESLI T (x(n))

6= t; I W \TOM SLU^AE USLOWNAQ WEROQTNOSTX RAWNA NUL@ (NE ZAWISIT

OT �). eSLI VE T (x(n)) = t; TO PERWOE PO PORQDKU SOBYTIE W ^ISLITELE

WLE^ET WTOROE, I PO\TOMU FORMULA DLQ WY^ISLENIQ USLOWNOJ WEROQT-

NOSTI UPRO]AETSQ:

P �

�
X (n) = x(n) jT (X (n)) = t

�
=

P �

�
X (n) = x(n)

�
P �(T (X (n)) = t)

:

tAK KAK P �(X
(n) = x(n)) = fn(x

(n) j �); TO ISPOLXZUQ PREDSTAWLENIE (1),
POLU^AEM, ^TO (NAPOMNIM, T (x(n)) = t)

P �

�
X (n) = x(n) jT (X (n)) = t

�
=

g �(T (x
(n))h(x(n))X

y(n):T (y(n))=t

g �(T (y
(n))h(y(n))

=
h(x(n))X

y(n):T (y(n))=t

h(y(n))
:

tAKIM OBRAZOM, USLOWNOE RASPREDELENIE NE ZAWISIT OT �; I PO\TOMU

STATISTIKA T DOSTATO^NA DLQ Pn:

nEOBHODIMOSTX. pUSTX T { DOSTATO^NAQ STATISTIKA, TAK ^TO USLOW-

NOE RASPREDELENIE P �

�
X (n) = x(n) jT (X (n)) = t

�
= K(x(n); t); GDE FUN-

KCIQ K NE ZAWISIT OT �: tREBUETSQ POKAZATX, ^TO W \TOM SLU^AE DLQ

FUNKCII PLOTNOSTI WYBORKI SPRAWEDLIWO PREDSTAWLENIE (1).

iMEEM

fn(x
(n) j �) = P �

�
X (n) = x(n)

�
=

P �

�
fX (n) = x(n)g^fT (X (n)) = T (x(n))g

�
=

P �(T (X
(n)) = T (x(n))) � P �

�
X (n) = x(n) jT (X (n)) = T (x(n))

�
:

mY POLU^ILI PREDSTAWLENIE (1) S g �(T (x
(n))) = P �(T (X

(n)) = T (x(n)))

I h(x(n)) = K(x(n); T (x(n))): tEOREMA DOKAZANA.

rASSMOTRIM NESKOLXKO PRIMEROW NA PRIMENENIQ POLU^ENNOGO KRI-

TERIQ DOSTATO^NOSTI K STATISTI^ESKIM STRUKTURAM, SOOTWETSTWU@-

]IM WEROQTNOSTNYM MODELQM IZ NA[EGO KURSA TEORII WEROQTNOSTEJ.

nA^NEM S DWUHTO^E^NOGO RASPREDELENIQ (WYBOR W SHEME bERNULLI), GDE

MY NEPOSREDSTWENNYMI WY^ISLENIQMI USLOWNOGO RASPREDELENIQ UBE-

DILISX W DOSTATO^NOSTI STATISTIKI, REALIZU@]EJ ^ISLO USPE[NYH

ISPYTANIJ, { POSMOTRIM, KAK \TO DELAETSQ S POMO]X@ PREDSTAWLENIQ

(1).
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10:dWUHTO^E^NOE RASPREDELENIE B(1; �) IMEET FUNKCI@ PLOTNOSTI

f(x j �) = � x(1� �)1�x;

OTLI^NU@ OT NULQ TOLXKO W TO^KAH x = 0 I 1. pARAMETRI^ESKOE PRO-

STRANSTWO \TOGO RASPREDELENIQ � = (0; 1); A FUNKCIQ PLOTNOSTI SLU-

^AJNOJ WYBORKI

fn(x
(n) j �) = �

Xn

1
xk(1� �)n�

Xn

1
xk :

pREDSTAWLENIE (1) WYPOLNQETSQ S h(x(n)) � 1 I T (x(n)) =
Xn

1
xk: sLE-

DOWATELXNO, T =
Xn

1
Xk { DOSTATO^NAQ STATISTIKA.

20:rASPREDELENIE pUASSONA P(�), DLQ KOTOROGO

f(x j �) = � x e��

x!
; x = 0; 1; : : : ; � = R+;

FUNKCIQ PLOTNOSTI WYBORKI

fn(x
(n) j �) = �

Xn

1
xk e�n� =

Yn

1
xk!:

sLEDOWATELXNO, W PREDSTAWLENII (1)

h(x(n)) =
hYn

1
xk!

i
�1
;

I T =
Xn

1
Xk { DOSTATO^NAQ STATISTIKA.

30:pOKAZATELXNOE RASPREDELENIE E(�) S

f(x j �) = 1

�
exp

(
�x
�

)
; x � 0; � = R+;

I

fn(x
(n) j �) = 1

�n
exp

8<
:�

1

�

nX
1

xk

9=
;

tAKVE OBLADAET DOSTATO^NOJ STATISTIKOJ T =
Xn

1
Xk:

40:rAWNOMERNOE RASPREDELENIE U(a; b), FUNKCIQ PLOTNOSTI KOTORO-

GO

f(x j �) = I [ a; b ](x)

b� a

OTLI^NA OT NULQ I POSTOQNNA NA OTREZKE [ a; b ]; NA ^TO UKAZYWAET

STOQ]AQ W ^ISLITELE INDIKATORNAQ FUNKCIQ OTREZKA [ a; b ]: w \TOM
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RASPREDELENII � = (a; b) { DWUMERNYJ PARAMETR I PARAMETRI^ESKOE

PROSTRANSTWO � = f(a; b) : (a; b) 2 R2; a < bg: sTATISTI^ESKAQ STRUK-
TURA OPREDELQETSQ FUNKCIEJ PLOTNOSTI

fn(x
(n) j �) =

Yn

1
I [ a; b ] (xk)

(b� a)n
;

I POSKOLXKU PROIZWEDENIE INDIKATOROW, STOQ]EE W ^ISLITELE \TOJ

FUNKCII, PRINIMAET ZNA^ENIE 1 W SLU^AE

a � min
1�k�n

xk � max
1�k�n

xk � b

I ZNA^ENIE 0 PRI NARU[ENII \TIH NERAWENSTW, TO WEKTOR T = (X(1);

X(n) ) KRAJNIH ^LENOW WARIACIONNOGO RQDA QWLQETSQ DOSTATO^NOJ STA-

TISTIKOJ.

50:nORMALXNOE RASPREDELENIE N (�; �2). |TO RASPREDELENIE OBLA-

DAET DWUMERNYM PARAMETROM � = (�; �) S OBLASTX@ ZNA^ENIJ (PARA-

METRI^ESKIM PROSTRANSTWOM) � = R � R+: fUNKCII PLOTNOSTI NA-

BL@DAEMOJ SLU^AJNOJ WELI^INY X I SLU^AJNOJ WYBORKI X (n) OPRE-

DELQ@TSQ SOOTWETSTWENNO KAK

f(x j �) = 1p
2��

exp

8<
:�

(x � �)2

2�2

9=
;

I

fn(x
(n) j �) = 1

(2�)n=2�n
exp

8<
:�

1

2�2

nX
1

(xk � �)2
9=
; =

1

(2�)n=2�n
exp

8<
:�

1

2�2

0
@ nX

1

x2
k � 2�

nX
1

xk + n�2

1
A
9=
; :

pOSLEDNEE WYRAVENIE DLQ PLOTNOSTI X (n) POKAZYWAET, ^TO DWUMER-

NAQ STATISTIKA T = (T1; T2) S T1 =
Xn

1
Xk T1 =

Xn

1
X2

k
DOSTATO^NA DLQ

STATISTI^ESKOJ STRUKTURY NORMALXNOGO RASPREDELENIQ. kROME TOGO,

POSKOLXKU T1 = nX I T2 = n(S2 +X
2
); TO FAKTORIZACIONNOE RAWENST-

WO (1) UKAZYWAET NA DOSTATO^NOSTX STATISTIKX I S2; KOTORYE IME@T

KONKRETNU@ STATISTI^ESKU@ INTERPRETACI@ I PO\TOMU BOLEE UDOB-

NY DLQ PRAKTI^ESKOGO ISPOLXZOWANIQ. pONQTNO, ^TO \TO ZAME^ANIE

NOSIT OB]IJ HARAKTER: L@BYE WZAIMNO ODNOZNA^NYE PREOBRAZOWANIQ

DOSTATO^NOJ STATISTIKI NASLEDU@T SWOJSTWO DOSTATO^NOSTI.
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oTMETIM TAKVE, ^TO W SLU^AE IZWESTNOGO (FIKSIROWANNOGO) � STA-

TISTI^ESKAQ STRUKTURA IMEET PARAMETRI^ESKOE PROSTRANSTWO, SOWPA-

DA@]EE S OBLASTX@ ZNA^ENIJ PARAMETRA �; I DOSTATO^NOJ STATISTI-

KOJ BUDET WYBORO^NOE SREDNEE X: aNALOGI^NOE UTWERVDENIE IMEET

MESTO DLQ STATISTIKI S2 PRI FIKSIROWANNOM �:

60:gAMMA-RASPREDELENIE G(�; a) IMEET FUNKCI@ PLOTNOSTI

f(x j �) = 1

a��(�)
x��1 exp

(
�x
a

)
; x > 0; � = (a; �); a > 0; � > 0;

TAK ^TO FUNKCIQ PLOTNOSTI WYBORO^NOGO WEKTORA

f(x j �) = 1

an��n(�)

2
4 nY

1

xk

3
5
��1

exp

8<
:�

1

a

nX
1

xk

9=
; :

tOVDESTWO (1) UKAZYWAET, ^TO DOSTATO^NOJ QWLQETSQ DWUMERNAQ STA-

TISTIKA
�Xn

1
Xk;

Yn

1
Xk

�
ILI BOLEE UDOBNAQ W WY^ISLITELXNOM OTNO-

[ENII STATISTIKA
�Xn

1
Xk;

Xn

1
lnXk

�
: dLQ \TOGO RASPREDELENIQ MOV-

NO SDELATX TO VE ZAME^ANIE, ^TO I DLQ NORMALXNOGO: PERWAQ KOMPO-

NENTA DOSTATO^NOJ STATISTIKI \OTWE^AET" ZA MAS[TABNYJ PARAMETR

a; W TO WREMQ KAK WTORAQ SOOTWETSTWUET PARAMETRU FORMY �:

70:bINOMIALXNOE RASPREDELENIE B(m; p): |TO DISKRETNOE RASPRE-

DELENIE, SOSREDOTO^ENNOE W TO^KAH x = 0; 1; : : : ;m; S FUNKCIEJ PLOT-

NOSTI

f(x j �) = Cx

m
px(1� p)m�x;

ZAWISQ]EJ OT DWUMERNOGO PARAMETRA � = (m; p); PERWAQ KOMPONEN-

TA m KOTOROGO MOVET PRINIMATX TOLXKO ZNA^ENIQ IZ MNOVESTWA

N = f1; 2; : : :g; A WTORAQ KOMPONENTA p 2 (0; 1): fUNKCIQ PLOTNOSTI

WYBORO^NOGO WEKTORA

fn(x
(n) j �) =

nY
k=1

Cxk
m
� p

Xn

1
xk(1 � p)nm�

Xn

1
xk:

pRIMENENIE KRITERIQ (1) POKAZYWAET, ^TO DLQ STATISTI^ESKOJ STRUK-

TURY S PARAMETRI^ESKIM PROSTRANSTWOM � = N� (0; 1) DOSTATO^NOJ

STATISTIKOJ MOVET BYTX TOLXKO WESX WYBORO^NYJ WEKTOR X (n); NO

ESLI � = (0; 1) (ZNA^ENIE PARAMETRA m IZWESTNO), TO
Xn

1
Xk { DOSTA-

TO^NAQ STATISTIKA.
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80:rASPREDELENIE kO[I C(a; b) IMEET FUNKCI@ PLOTNOSTI WYBO-

RO^NOGO WEKTORA

fn(x
(n) j �) = ��nb�n

nY
k=1

0
@1 +

 
xk � a

b

!21A�1 ;

I W SILU KRITERIQ (1) EGO STATISTI^ESKAQ STRUKTURA OBLADAET TOLXKO

TRIWIALXNOJ DOSTATO^NOJ STATISTIKOJ T = X (n):

mY NE BUDEM WYPISYWATX STATISTI^ESKIE STRUKTURYMNOGOMERNYH

RASPREDELENIJ W SILU IH ^REZWY^AJNOJ GROMOZDKOSTI, NO NETRUDNO

USTANOWITX PO ANALOGII S RASSMOTRENNYMI PRIMERAMI, ^TO U STRUK-

TURY MULXTINOMIALXNOGO RASPREDELENIQ M(m; 1;p) S m � 2 ISHODA-

MI I WEKTOROM p = (p1; : : : ; pm) WEROQTNOSTEJ SOOTWETSTWU@]IH IS-

HODOW DOSTATO^NYM BUDET WEKTOR, SOSTOQ]IJ IZ ^ASTOT \TIH ISHODOW

W MULXTINOMIALXNOJ SHEME ISPYTANIJ, A U STRUKTURY MNOGOMERNOGO

NORMALXNOGO RASPREDELENIQ Nm(�; �) DOSTATO^NU@ STATISTIKU OBRA-

ZU@T WEKTOR WYBORO^NYH SREDNIH I WYBORO^NAQ KOWARIACIONNAQ MAT-

RICA.

nA \TOM ZAWER[AETSQ WWODNAQ ^ASTX NA[EGO KURSA MATEMATI^ESKOJ

STATISTIKI. mY SDELALI POSTANOWKU PROBLEMY STATISTI^ESKOGO WY-

WODA, PROWELI KLASSIFIKACI@ OSNOWNYH STATISTI^ESKIH STRUKTUR I

TEPERX MY GOTOWY K RE[ENI@ KONKRETNYH STATISTI^ESKIH PROBLEM

PO OCENKE PARAMETROW RASPREDELENIQ NABL@DAEMOJ SLU^AJNOJ WELI-

^INY I PROWERKE GIPOTEZ, KASA@]IHSQ STRUKTURY PARAMETRI^ESKOGO

PROSTRANSTWA \TOGO RASPREDELENIQ.
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