
x1. pROBLEMA STATISTI^ESKOGO WYWODA

lEKCIQ 1

tEORIQ WEROQTNOSTEJ SOZDAET BAZU DLQ POSTROENIQ MODELEJ REALX-

NYH QWLENIJ, W OSNOWE KOTORYH LEVAT SOOTNO[ENIQ MEVDU ^ASTOTA-

MI POQWLENIQ OPREDELENNYH SOBYTIJ. rASPOLAGAQ WEROQTNOSTNOJ MO-

DELX@, MY MOVEM RASS^ITATX WEROQTNOSTI (OTNOSITELXNYE ^ASTOTY)

\TIH SOBYTIJ I TEM SAMYM OPTIMIZIROWATX SWOE POWEDENIE W USLO-

WIQH NEOPREDELENNOSTI. mATEMATI^ESKAQ STATISTIKA STROIT MODELI

INDUKTIWNOGO POWEDENIQ W \TIH USLOWIQH NA OSNOWE IME@]IHSQ WE-

ROQTNOSTNYH MODELEJ. oSNOWNAQ PROBLEMA SOSTOIT W TOM, ^TOBY PO

NABL@DENIQM \LEMENTARNYH ISHODOW (OBY^NO \TO { ZNA^ENIQ NABL@-

DAEMYH SLU^AJNYH WELI^IN) DATX METOD WYBORA DEJSTWIJ, PRI KOTO-

RYH ^ASTOTA O[IBOK BYLA BY NAIMENX[EJ. eSTESTWENNO, \TA PROBLEMA

SOPRQVENA S RE[ENIEM SLOVNYH ZADA^ NA \KSTREMUM, NO DAVE W TOM

SLU^AE, KOGDA \TI ZADA^I NE UDAETSQ RE[ITX, TEORIQ WEROQTNOSTEJ DA-

ET METOD DLQ RAS^ETA SREDNEJ WELI^INY POTERX, KOTORYE MY BUDEM

NESTI, ISPOLXZUQ KONKRETNOE, WYBRANNOE NAMI PRAWILO INDUKTIWNOGO

POWEDENIQ. tAKIM OBRAZOM, MATEMATI^ESKAQ STATISTIKA ESTX TE-

ORIQ PRINQTIQ OPTIMALXNYH RE[ENIJ, KOGDA POSLEDSTWIQ OT DEJ-

STWIJ, PREDPRINIMAEMYH NA OSNOWE \TIH RE[ENIJ, NOSQT SLU^AJNYJ

HARAKTER.mATEMATI^ESKAQ STATISTIKA ISPOLXZUET METODY TEORII WE-

ROQTNOSTEJ DLQ RAS^ETA ^ASTOTY \NEPRAWILXNYH" RE[ENIJ ILI, BOLEE

OB]O, DLQ WELI^INY SREDNIH POTERX, KOTORYE NEIZBEVNO WOZNIKA@T W

USLOWIQH SLU^AJNOSTI, KAK BY MY NI PYTALISX OPTIMIZIROWATX SWOE

POWEDENIE W \TIH USLOWIQH.

pRIWEDEM DWA PRIMERA, ILL@STRIRU@]IH ZADA^I MATEMATI^ESKOJ

STATISTIKI I, OT^ASTI, METODY IH RE[ENIQ, S TEM ^TOBY W POSLEDU-

@]EM FORMALIZOWATX OB]U@ PROBLEMU STATISTI^ESKOGO WYWODA.

pRIM E R 1.1. oPREDELENIE OB]EGO SODERVANIQ SERY W DIZELXNOM

TOPLIWE. mY SNOWA OBRA]AEMSQ K PRIMERU 7.2 IZ KURSA TEORII WERO-

QTNOSTEJ, GDE RE^X [LA O WAVNOJ W \KOLOGI^ESKOM OTNO[ENII HARAK-

TERISTIKE DIZELXNOGO TOPLIWA { PROCENTNOM SODERVANII \LEMENTAR-

NOJ SERY, KOTORAQ PRI SVIGANII I POSLEDU@]EM SOEDINENII S WODOJ

DAET SERNU@ KISLOTU. nEOBHODIMOSTX ISPOLXZOWANIQ METODOW TEORII

WEROQTNOSTEJ PRI ATTESTACII DIZELXNOGO TOPLIWA PO \TOJ HARAKTE-
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RISTIKE BYLA WYZWANA ZNA^ITELXNYMI RASHOVDENIQMI MEVDU REZULX-

TATAMI x1; : : : ; xn PARALLELXNYH I NEZAWISIMYH ISPYTANIJ n PROB IZ

PARTII DIZELXNOGO TOPLIWA. eSLI DAVE ISKL@^ITX O[IBKI \KSPERI-

MENTA, SWQZANNYE S NEPRAWILXNYM OPREDELENIEM WESA PROBY I TIT-

ROWANIEM, TO WSE RAWNO RAZBROS W PARALLELXNYH ISPYTANIQH BUDET

ZNA^ITELXNYM W SILU SLU^AJNOGO HARAKTERA PROCESSA SVIGANIQ PRO-

BY TOPLIWA I WYPADENIQ ^ASTI \LEMENTARNOJ SERY W ZOLU. nO W TAKOM

SLU^AE WOZNIKAET ESTESTWENNYJ WOPROS, ^TO VE MY IZMERQEM I ^TO

VE \TO ZA HARAKTERISTIKA DIZELXNOGO TOPLIWA, KOTORU@ MY NAZWALI

\OB]IM SODERVANIEM SERY"? w PRAKTIKE LABORATORNYH ISPYTANIJ

OBY^NO GOWORQT O SREDNEM ZNA^ENII \TOJ HARAKTERISTIKI, I DIZELX-

NOE TOPLIWO ATTESTUETSQ WELI^INOJ x = n
�1

Xn

1
xk { ARIFMETI^ESKIM

SREDNIM REZULXTATOW PARALLELXNYH ISPYTANIJ. |TO I ESTX TO \IN-

DUKTIWNOE POWEDENIE" STATISTIKA W USLOWIQH SLU^AJNOSTI, O KOTOROM

MY GOWORILI W NA^ALE LEKCII, I OPRAWDANIE RAZUMNOSTI TAKOGO POWE-

DENIQ ESTESTWENNO ISKATX W RAMKAH ZAKONA BOLX[IH ^ISEL.

dEJSTWITELXNO, W PRIMERE 7.2 MY INTERPRETIROWALI REZULXTAT x

OPREDELENIQ OB]EGO SODERVANIQ SERY W ODNOJ PROBE KAK REZULXTAT

NABL@DENIQ SLU^AJNOJ WELI^INY X; RASPREDELENNOJ PO NORMALXNOMU

ZAKONU SO SREDNIM � I DISPERSIEJ �
2
; PRI^EM ZNA^ENIE (NEIZWEST-

NOE \KSPERIMENTATORU) PARAMETRA � QWLQLOSX MATEMATI^ESKIM WY-

RAVENIEM TOJ, NE SOWSEM PONQTNOJ DLQ NAS HARAKTERISTIKI ISPYTU-

EMOGO TOPLIWA, KOTORAQ NAZYWALASX \OB]IM SODERVANIEM SERY". w

RAMKAH \TOJ WEROQTNOSTNOJ MODELI ESTESTWENNO TRAKTOWATX REZULX-

TATY x1; : : : ; xn PARALLELXNYH ISPYTANIJ n PROB DIZELXNOGO TOPLIWA

KAK NABL@DENIQ n NEZAWISIMYH KOPIJX1; : : : ;Xn SLU^AJNOJ WELI^INY

X: tERMIN \KOPIQ" W DANNOM SLU^AE UPOTREBLQETSQ DLQ OBOZNA^ENIQ

TOGO FAKTA, ^TO KAVDAQ IZ NABL@DAEMYH SLU^AJNYH WELI^IN IMEET

TO VE RASPREDELENIE, ^TO I X: tAKIM OBRAZOM, POSTULIRUETSQ, ^TO

X1; : : : ;Xn NEZAWISIMY I ODINAKOWO RASPREDELENY N (�; �2); TAK ^TO W

SILU ZAKONA BOLX[IH ^ISEL PRI NEOGRANI^ENNOM WOZRASTANII OB_EMA

ISPYTANIJ n

X =
1

n

nX
k=1

Xk!
P

�:

iTAK, ZAKON BOLX[IH ^ISEL GARANTIRUET NAM, ^TO PRI DOSTATO^NO

BOLX[OM OB_EME ISPYTANIJ MY BUDEM BLIZKI K ISTINNOMU ZNA^ENI@

ISSLEDUEMOJ HARAKTERISTIKI TOPLIWA. oDNAKO NA PRAKTIKE W ZAWOD-
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SKIH LABORATORIQH OBY^NO SVIGA@TSQ WSEGO DWE PROBY TOPLIWA, I

TOLXKO W ISKL@^ITELXNYH SLU^AQH PRI POWERKE PRIBOROW ILI TESTI-

ROWANII LABORANTOW DELAETSQ ^ETYRE ISPYTANIQ. eSTESTWENNO, PRI

n = 2 GOWORITX O ZAKONE \BOLX[IH" ^ISEL PROSTO SME[NO,{ SLEDUET

ISKATX NEKOTORU@ KOLI^ESTWENNU@ HARAKTERISTIKU POSLEDSTWIJ OT

NETO^NOJ ATTESTACII PARTII DIZELXNOGO TOPLIWA. lEGKO PONQTX, ^TO

W OSNOWU TAKOJ HARAKTERISTIKI SLEDUET POLOVITX O[IBKU jX � � j W
OCENKE PARAMETRA �; NO, K SOVALENI@, ZNA^ENIE � NAM NEIZWESTNO, A

X ESTX SLU^AJNAQ WELI^INA, ^TO OKON^ATELXNO DELAET PROBLEMU PRO-

GNOZA OVIDAEMYH O[IBOK PRI ATTESTACII KONKRETNOJ PARTII TOPLIWA

NERAZRE[IMOJ. zDESX NABL@DAETSQ TA VE SITUACIQ, ^TO I PRI POPYTKE

PREDSKAZATX STORONU MONETY, KOTORAQ WYPADET PRI EE PODBRASYWANII.

tO^NYJ PROGNOZ NEWOZMOVEN, NO METODY TEORII WEROQTNOSTEJ POZWO-

LQ@T NAM RASS^ITATX, KAK ^ASTO MY BUDEM O[IBATXSQ W PROGNOZE PRI

DOSTATO^NO DLITELXNOJ IGRE W ORLQNKU. sLEDOWATELXNO, MY DOLVNY

RE[ITX ZADA^U O WY^ISLENII WEROQTNOSTI TOGO, ^TO O[IBKA W OCENKE

� BUDET SLI[KOM BOLX[OJ { PREWOSHODITX NEKOTORU@ PREDPISANNU@

WELI^INU �: |TA WEROQTNOSTX P (jX � � j > �) OBY^NO NAZYWAETSQ

RISKOM OCENKI X; A WEROQTNOSTX P (jX � � j � �) PROTIWOPOLOVNOGO

SOBYTIQ { NADEVNOSTX@ \TOJ OCENKI.

tAKIM OBRAZOM, RISK OCENKI UKAZYWAET ^ASTOTU TEH PARTIJ DI-

ZELXNOGO TOPLIWA, W PASPORTE KOTORYH OB]EE SODERVANIE SERY UKA-

ZANO S NEDOPUSTIMO BOLX[OJ O[IBKOJ. zNAQ RISK OCENKI, MY MOVEM

WY^ISLITX SREDNIE ZATRATY NA WYPLATU REKLAMACIJ PO ISKAM PO-

TREBITELEJ DIZELXNOGO TOPLIWA. wYWESTI FORMULU DLQ WY^ISLENIQ

RISKA NE PREDSTAWLQET OSOBOGO TRUDA, ESLI OBRATITXSQ K TEOREME SLO-

VENIQ DLQ NORMALXNOGO RASPREDELENIQ (PREDLOVENIE 12.2 KURSA tw).

wYBORO^NOE SREDNEE X ESTX NORMIROWANNAQ NA n SUMMA NEZAWISIMYH

ODINAKOWO RASPREDELENNYH N (�; �2) SLU^AJNYH WELI^IN. w SILU TE-

OREMY SLOVENIQ \TA SUMMA IMEET TAKVE NORMALXNOE RASPREDELENIE,

SREDNEE ZNA^ENIE KOTOROGO RAWNO SUMME SREDNIH n�; A DISPERSIQ RAW-

NA SUMME DISPERSIJ n�2: pRI UMNOVENII NA 1=n SREDNEE UMNOVAETSQ

NA TU VE WELI^INU, A DISPERSIQ UMNOVAETSQ NA EE KWADRAT. tAKIM

OBRAZOM, X � N (�; �2=n); NADEVNOSTX OCENKI

P (�� � X � � � �) = �(�
p
n=�)� �(��pn=�) = 2�(�

p
n=�)� 1
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(NAPOMNIM, �(�x) = 1� �(x)), A EE RISK

P
�
jX � � j > �

�
= 2

�
1 � �(�

p
n=�)

�
:

pRI WY^ISLENII RISKA OCENKI NEOBHODIMO ZNATX WELI^INU STAN-

DARTNOGO OTKLONENIQ �: nO ZNA^ENIE �; O^EWIDNO, OSTAETSQ POSTOQN-

NYM PRI ATTESTACII RAZLI^NYH PARTIJ { \TO PARAMETR, HARAKTERI-

ZU@]IJ TO^NOSTX METODA HIMI^ESKOGO ANALIZA TOPLIWA, I NE IMEET

OTNO[ENIQ K EGO HIMI^ESKOMU SOSTAWU. eSTESTWENNO, ZA DOSTATO^NO

KOROTKIJ SROK W LABORATORIQH NAKAPLIWAETSQ BOLX[OJ ARHIWNYJ MA-

TERIAL DANNYH ISPYTANIJ RAZLI^NYH PARTIJ TOPLIWA, ^TO POZWOLQET

OCENITX ZNA^ENIE � S DOSTATO^NO WYSOKOJ TO^NOSTX@. s TEM, KAK \TO

DELAETSQ, MY POZNAKOMIMSQ W ODNOJ IZ BLIVAJ[IH LEKCIJ.

iSPOLXZUQ FORMULU RISKA, MY MOVEM OPREDELITX MINIMALXNYJ

OB_EM ISPYTANIJ n; GARANTIRU@]IJ PREDPISANNU@, DOSTATO^NO MA-

LU@ WELI^INU RISKA. dEJSTWITELXNO, ESLI � { ZADANNOE OGRANI^ENIE

NA RISK OCENKI, TO RAZRE[AQ NERAWENSTWO 2(�(�
p
n=�)�1) � � OTNO-

SITELXNO PEREMENNOJ n; POLU^AEM, ^TO TREBUEMYJ OB_EM ISPYTANIJ

OPREDELQETSQ NERAWENSTWOM

n �
0
@�

�1(1 � �=2)�

�

1
A
2

:

pRIM E R 1.2. wYQWLENIE \FFEKTA LE^ENIQ. gRUPPA PACIENTOW W

KOLI^ESTWE 10 ^ELOWEK, OBLADA@]IH SHOVIMI ANTROPOMETRI^ESKI-

MI I ANTROPOLOGI^ESKIMI HARAKTERISTIKAMI, PODWERGAETSQ LE^ENI@

PO NEKOTOROJ NOWOJ METODIKE, PODTWERVDENIE ILI OPROWERVENIE \F-

FEKTIWNOSTI KOTOROJ SOSTAWLQET PREDMET STATISTI^ESKOGO ISSLEDOWA-

NIQ. pOSLE LE^ENIQ DAETSQ TOLXKO KA^ESTWENNOE ZAKL@^ENIE O SOSTOQ-

NII ZDOROWXQ KAVDOGO PACIENTA, TAK ^TO REZULXTAT ISPYTANIQ NOWOJ

METODIKI MOVNO PREDSTAWITX W WIDE POSLEDOWATELXNOSTI x1; : : : ; x10;

KOMPONENTY KOTOROJ PRINIMA@T ZNA^ENIQ 1 (POLOVITELXNYJ ISHOD

LE^ENIQ) ILI 0 (OTRICATELXNYJ ISHOD).

pREDLAGAETSQ SLEDU@]EE STATISTI^ESKOE PRAWILO: NOWAQ METODIKA

OB_QWLQETSQ \FFEKTIWNOJ, ESLI xi = 1 DLQ WSEH i = 1; : : : ; 10; TO ESTX

WSE PACIENTY WYZDOROWELI. eSLI VE LE^ENIE HOTQ BY ODNOGO PACIENTA

NE PRIWELO K POLOVITELXNOMU ISHODU, NOWAQ METODIKA NE REKOMENDU-

ETSQ K DALXNEJ[EMU KLINI^ESKOMU ISPOLXZOWANI@. ~TO MOVNO SKA-
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ZATX O NADEVNOSTI ILI, KAK GOWORQT MEDIKI, \DOSTOWERNOSTI" TAKOGO

PRAWILA INDUKTIWNOGO POWEDENIQ?

~TOBY OTWETITX NA \TOT WOPROS, MY DOLVNY POSTROITX WEROQT-

NOSTNU@ MODELX PROWODIMYH NABL@DENIJ. eSTESTWENNO PREDPOLAGATX,

^TO W SILU \ODNORODNOSTI" GRUPPY PACIENTOW ONI OBLADA@T ODINAKO-

WOJ WEROQTNOSTX@ p POLOVITELXNOGO ISHODA LE^ENIQ, I ESLI W PROCES-

SE LE^ENIQ ONI NE IMELI WOZMOVNOSTI IZLI[NE TESNOGO OB]ENIQ, TO

ISHODY LE^ENIJ MOVNO PREDSTAWITX W WIDE REALIZACII DESQTI NEZAWI-

SIMYH BINARNYH SLU^AJNYH WELI^IN X1; : : : ;X10; KAVDAQ IZ KOTORYH

PRINIMAET ZNA^ENIE 1 S WEROQTNOSTX@ p I ZNA^ENIE 0 S WEROQTNOSTX@

1�p: tAKIM OBRAZOM, MY PRI[LI K MODELI ISPYTANIJ W SHEME bERNUL-

LI S WEROQTNOSTX@ p USPE[NOGO ISHODA. wEROQTNOSTX TOGO, ^TO WSE 10

ISHODOW BYLI USPE[NYMI RAWNA p10; I ZADAWAQ RAZLI^NYE ZNA^ENIQ p

MY MOVEM SUDITX O TOM, KAK ^ASTO WOZMOVNY RAZLI^NYE REZULXTATY

APROBACII NOWOGO METODA LE^ENIQ.

pREDPOLOVIM SNA^ALA, ^TO NOWAQ METODIKA NE\FFEKTIWNA. pRI TA-

KOM PREDPOLOVENII ZNA^ENIE p NE DOLVNO PREWOSHODITX WELI^INY

1/2, I MAKSIMALXNOE ZNA^ENIE WEROQTNOSTI SOBYTIQX1 = 1; : : : ;X10 =

1 RAWNO 2�10 = 1=1024 < 0; 001: |TO O^ENX REDKOE SOBYTIE, I PO\TO-

MU PREDPOLOVENIE O NE\FFEKTIWNOSTI NOWOJ METODIKI DOLVNO BYTX

OTWERGNUTO. pRI \TOM WEROQTNOSTX 2�10 MOVNO INTERPRETIROWATX KAK

RISK WNEDRENIQ W MEDICINSKU@ PRAKTIKU NE\FFEKTIWNOGO METODA LE-

^ENIQ: ISPOLXZUQ PREDLOVENNOE PRAWILO WYBORA MEVDU DWUMQ DEJ-

STWIQMI (WNEDRENIE ILI OTKLONENIE METODIKI) PRI ISPYTANIQH PO-

SLEDU@]IH METODIK, MY RISKUEM W SREDNEM NE BOLEE ^EM ODIN RAZ IZ

TYSQ^I WNEDRITX NE\FFEKTIWNYJ METOD LE^ENIQ.

iNTERESNO ZAMETITX, ^TO W PREDPOLOVENII \NEJTRALXNOSTI" NOWO-

GO METODA (p = 1=2) WEROQTNOSTX L@BOGO ISHODAX1 = x1; : : : ;X10 = x10

ODINAKOWA I RAWNA 2�10; NO ISHOD X1 = 1; : : : ;X10 = 1 OBLADAET NAI-

BOLX[EJ WEROQTNOSTX PRINQTIQ DEJSTWITELXNO \FFEKTIWNOJ METODI-

KI, IBO

p

X 10

1
xk(1� p)n�

X10

1
xk � p

10
;

ESLI p > 1=2: sTOLX VE PROSTO PROWERITX, ^TO REZULXTATY ISPYTA-

NIJ, W KOTORYH LE^ENIE TOLXKO ODNOGO PACIENTA OKON^ILOSX NEUDA^EJ,

IME@T WEROQTNOSTX p 9(1� p); I TAKIE 10 REZULXTATOW x1; : : : ; x10 S OD-

NIM xi = 1 I DRUGIMI xj = 0 OBLADA@T BOLX[EJ WEROQTNOSTX@, ^EM
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ISHODY S DWUMQ I BOLEE KOLI^ESTWOM NEUDA^, ESLI W DEJSTWITELXNOS-

TI p > 1=2: |TO ZAME^ANIE POZWOLQET NAM OPREDELITX STATISTI^ESKOE

PRAWILO, OBLADA@]EE NAIBOLX[EJ WEROQTNOSTX@ PRINQTIQ W DEJST-

WITELXNOSTI \FFEKTIWNOJ METODIKI, NO NE S TAKIM MALYM RISKOM,

KAK 2�10:

dELO W TOM, ^TO W MEDICINSKOJ PRAKTIKE USTANOWILASX OPREDELEN-

NAQ GRANICA RISKA, RAWNAQ 0.05, I WSE SOBYTIQ, OBLADA@]IE MENX[EJ

WEROQTNOSTX@, OB_QWLQ@TSQ \REDKIMI" { IMI MOVNO PRENEBRE^X. w

SWQZI S \TIM POZWOLIM SEBE WKL@^ITX W OBLASTX PRINQTIQ NOWOJ ME-

TODIKI DOPOLNITELXNYE ISHODY S ROWNO ODNIM NEUSPEHOM, I WY^ISLIM

RISK TAKOGO STATISTI^ESKOGO PRAWILA PRI p = 1=2: iSPOLXZUQ IZWEST-

NYE NAM FORMULY BINOMIALXNYH WEROQTNOSTEJ, NAHODIM, ^TO

P

0
@ 10X

1

Xk � 9

1
A = p

10 + C 1
10 p

9(1� p);

I PRI p = 1=2 \TA WEROQTNOSTX RAWNA 2�10(1 + 10) = 11=1024 � 0; 01;

^TO PO-PREVNEMU DOSTATO^NO MALO PO SRAWNENI@ S 0.05. sLEDOWATELX-

NO, MY MOVEM WKL@^ITX W OBLASTX PRINQTIQ NOWOJ METODIKI E]E C 2
10

REZULXTATOW ISPYTANIJ, W KOTORYH PRISUTSTWU@T ROWNO DWE NEUDA^I.

rISK TAKOWOGO STATISTI^ESKOGO PRAWILA STANOWITSQ RAWNYM

P

0
@ 10X

2

Xk � 8

1
A = p

10 + C 1
10 p

9(1 � p) + C 2
10 p

8(1 � p)2;

I PRI p = 1=2 \TA WEROQTNOSTX RAWNA 2�10(1+10+45) = 56=1024 � 0:05:

|TO KAK RAZ SOOTWETSTWUET PRINQTOJ W MEDICINE NORME RISKA STA-

TISTI^ESKOGO PRAWILA. iTAK, MY REKOMENDUEM NOWU@ METODIKU K

DALXNEJ[EMU ISPOLXZOWANI@ W KLINIKE, ESLI LE^ENIE NE BOLEE ^EM

DWUH PACIENTOW IZ DESQTI OKAZALOSX NEUDA^NYM, I PRIMENENIE TAKOGO

PRAWILA W ISPYTANIQH DALXNEJ[IH METODIK MOVET PRIWESTI K PRI-

NQTI@ NE\FFEKTIWNOGO METODA LE^ENIQ W SREDNEM W PQTI SLU^AQH IZ

100.

mY RASSMOTRELI DWE TIPI^NYH ZADA^I MATEMATI^ESKOJ STATISTI-

KI { OCENKA PARAMETROW I PROWERKA GIPOTEZ. eSTESTWENNO, KRUG PROB-

LEM MATEMATI^ESKOJ STATISTIKI NAMNOGO [IRE, NO PRI NADLEVA]EJ

TRAKTOWKE PROBLEM BOLX[INSTWO IZ NIH SWODITSQ ILI K ZADA^E OCENKI

PARAMETROW, ILI K ZADA^E WYBORA ODNOGO IZ NESKOLXKIH ALXTERNATIW-

NYH WYSKAZYWANIJ OB ISSLEDUEMOM OB_EKTE. oPIRAQSX NA RASSMOT-
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RENNYE PRIMERY, MY MOVEM TEPERX PREDSTAWITX DOSTATO^NO OB]U@

SHEMU STATISTI^ESKOGO WYWODA.
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lEKCIQ 2

l@BOE STATISTI^ESKOE ISSLEDOWANIE, PROWODIMOE W RAMKAH MATEMA-

TI^ESKOJ STATISTIKI, NA^INAETSQ S OPISANIQ OB_EKTA ISSLEDOWANIQ I

FORMALIZACII PROSTRANSTWA D RE[ENIJ d; ODNO IZ KOTORYH STATIS-

TIK PRINIMAET NA OSNOWE NABL@DENIJ NEZAWISIMYH KOPIJ SLU^AJNOJ,

WOZMOVNO WEKTORNOJ, WELI^INY X; HARAKTERIZU@]EJ SOSTOQNIE OB_-

EKTA W MOMENT PROWEDENIQ NABL@DENIJ. tAK, W PRIMERE S ATTESTACIEJ

PARTII DIZELXNOGO TOPLIWA (OB_EKT ISSLEDOWANIQ) D ESTX INTERWAL

(0; 100) (NAPOMNIM, OB]EE SODERVANIE SERY IZMERQETSQ W PROCENTAH

K WESU PROBY), A W PRIMERE S OPREDELENIEM \FFEKTIWNOSTI NOWOGO ME-

TODA LE^ENIQ (OB_EKT ISSLEDOWANIQ) PROSTRANSTWO D SOSTOIT IZ DWUH

TO^EK: d0 { RE[ENIE O NE\FFEKTIWNOSTI METODA (PRINQTIE \NULEWOJ"

GIPOTEZY) I d1 { RE[ENIE O WNEDRENII NOWOGO METODA W LE^EBNU@ PRAK-

TIKU (PRINQTIE ALXTERNATIWNOJ GIPOTEZY).

nAIBOLEE WAVNOJ I, PO-WIDIMOMU, NAIBOLEE SLOVNOJ ^ASTX@ STA-

TISTI^ESKOGO ISSLEDOWANIQ QWLQETSQ \TAP POSTROENIQ WEROQTNOST-

NOJ MODELI, KOTORYJ SOSTOIT W SPECIFIKACII SEMEJSTWA P = fP �; � 2
�g WOZMOVNYH RASPREDELENIJ NABL@DAEMOJ SLU^AJNOJ WELI^INY X:

|TOT \TAP SWQZAN S DOSTATO^NO GLUBOKIM PRONIKNOWENIEM W PRIRODU

ISSLEDUEMOGO OB_EKTA I METODA NABL@DENIJ X; { ODNOJ MATEMATI-

KOJ ZDESX, KAK PRAWILO, NE OBOJDE[XSQ. sEMEJSTWO P INDEKSIRUETSQ

ABSTRAKTNYM PARAMETROM �; SOWOKUPNOSTX ZNA^ENIJ KOTOROGO � NA-

ZYWAETSQ PARAMETRI^ESKIM PROSTRANSTWOM.

w PERWOM PRIMERE MY WYQSNILI, ^TO SEMEJSTWO WOZMOVNYH RAS-

PREDELENIJ X ESTX SEMEJSTWO NORMALXNYH RASPREDELENIJ N (�; �2)

S DWUMERNYM PARAMETROM � = (�; �) I PARAMETRI^ESKIM PROSTRAN-

STWOM � = R � R+
: w DALXNEJ[EM MY PREDPOLOVILI, ^TO ZNA^ENIE

� IZWESTNO, I SWELI NA[E PARAMETRI^ESKOE PROSTRANSTWO K \WKLIDO-

WOJ PRQMOJ: � = R S � = �: nAKONEC, POSKOLXKU OB]EE SODERVANIE

SERY IZMERQETSQ W PROCENTAH, MY DOLVNY OKON^ATELXNO POLOVITX

� = (0; 100:):

wO WTOROM PRIMERE MY IMELI DELO S BINARNOJ SLU^AJNOJ WELI^I-

NOJ X; PRINIMA@]EJ ZNA^ENIE 1 S WEROQTNOSTX@ p I ZNA^ENIE 0 S

WEROQTNOSTX@ 1� p: tAKIM OBRAZOM, WEROQTNOSTNAQ MODELX PREDSTAW-

LQLASX SEMEJSTWOM DWUHTO^E^NYH RASPREDELENIJ B(1; p) S � = p I

PARAMETRI^ESKIM PROSTRANSTWOM � = (0; 1):
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sLEDU@]IJ \TAP STATISTI^ESKOGO ISSLEDOWANIQ SOSTOIT W INTER-

PRETACII RE[ENIJ d W TERMINAH WYSKAZYWANIJ O SOOTWETSTWU@]IH

\TOMU RE[ENI@ ZNA^ENIQH PARAMETRA �: |TO NEOBHODIMO SDELATX, ES-

LI MY POSTAWILI SEBE ZADA^U KOLI^ESTWENNOGO IZMERENIQ POSLEDSTWIJ

OT PRINQTIQ NEWERNYH RE[ENIJ, { W NA[IH PRIMERAH RISK ISPOLXZU-

EMYH PRAWIL PREDSTAWLQL SOBOJ FUNKCI@ OT �: nETRUDNO PONQTX, ^TO

W PERWOM PRIMERE D = �; A WO WTOROM PRIMERE RE[ENI@ d0 O NE\F-

FEKTIWNOSTI METODA SOOTWETSTWUET PODMNOVESTWO PARAMETRI^ESKOGO

PROcTRANSTWA (0; 1=2 ]; A ALXTERNATIWNOMU RE[ENI@ d1 OB ISPOLXZO-

WANII NOWOJ METODIKI SOOTWETSTWUET INTERWAL (1=2; 1) WOZMOVNYH

ZNA^ENIJ PARAMETRA � = p: iMENNO TAKIM OBRAZOM MY SWODIM KON-

KRETNYE ZADA^I PO ATTESTACII PARTII DIZELXNOGO TOPLIWA I WYQWLE-

NI@ \FFEKTIWNOSTI NOWOGO METODA LE^ENIQ K ABSTRAKTNYM ZADA^AM

MATEMATI^ESKOJ STATISTIKI { OCENKE PARAMETRA (SREDNEGO ZNA^ENIQ)

� NORMALXNOGO (�; �2) RASPREDELENIQ I, SOOTWETSTWENNO, RAZLI^ENI@

DWUH GIPOTEZ H0 : � 2 (0; 1=2 ] I H1 : � 2 (1=2; 1) O WELI^INE WEROQT-

NOSTI � USPE[NOGO ISPYTANIQ W SHEME bERNULLI.

pARAMETRI^ESKAQ INTERPRETACIQ RE[ENIJ POZWOLQET STATISTIKU

ZADATX POTERI L(�; d); KOTORYE ON NESET OT PRINQTIQ RE[ENIQ d; KOG-

DA � PREDSTAWLQET ISTINNOE ZNA^ENIE PARAMETRA. sREDNEE ZNA^ENIE

\TIH POTERX W DLINNOM RQDU ODNOTIPNYH STATISTI^ESKIH ISSLEDOWA-

NIJ S ODNIM I TEM VE PRAWILOM PRINQTIQ RE[ENIQ OPREDELQET WELI-

^INU RISKA, SWQZANNU@ S PRINQTIEM NEPRAWILXNYH RE[ENIJ. tAK, W

NA[IH PRIMERAH RISK OPREDELQLSQ WEROQTNOSTX@ PRINQTIQ RE[ENIQ,

OTSTOQ]EGO DOSTATO^NO DALEKO OT TOGO RE[ENIQ, KOTOROE SOOTWESTWO-

WALO ISTINNOMU ZNA^ENI@ PARAMETRA, I, SLEDOWATELXNO, FUNKCIQ PO-

TERX OPREDELQLASX INDIKATOROM NEKOTOROGO PODMNOVESTWA W � � D:
|TO TAK NAZYWAEMYE FUNKCII POTERX TIPA 0{1. w PERWOM PRIMERE

L(�; d) = 1; ESLI j d�� j > �; I L(�; d) = 0 W PROTIWNOM SLU^AE.wO WTO-

ROM PRIMERE L(�; d) = 1; ESLI PRINIMALOSX RE[ENIE d1; A � 2 (0; 1=2 ];

ILI PRINIMALOSX d0; A � 2 (1=2; 1); W OSTALXNYH TO^KAH PROIZWEDENIQ

PROSTRANSTW �� D POTERI L(�; d) POLAGALISX RAWNYMI NUL@. oTME-

TIM, ^TO W ZADA^E OCENKI PARAMETROW DOWOLXNO ^ASTO ISPOLXZUETSQ

KWADRATI^NAQ FUNKCIQ POTERX L(�; d) = j d� � j2:
kAVDOE IZ RE[ENIJ d STATISTIK PRINIMAET NA OSNOWE REZULXTA-

TA x
(n) = x1; : : : ; xn NABL@DENIJ NAD NEZAWISIMYMI KOPIQMI X

(n) =

(X1; : : : ;Xn) SLU^AJNOJ WELI^INY X: sTROITSQ IZMERIMOE OTOBRAVE-
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NIE � = �(�) PROSTRANSTWA WOZMOVNYH ZNA^ENIJ X
(n) W PROSTRANSTWO

RE[ENIJ D; S POMO]X@ KOTOROGO PRINIMAETSQ RE[ENIE d = �(x(n)):

|TO OTOBRAVENIE NAZYWAETSQ RE[A@]EJ FUNKCIEJ ILI STATISTI-

^ESKIM PRAWILOM. tAK, W PERWOM PRIMERE �(X (n)) = X; A WO WTOROM

�(X (n)) =

8>><
>>:
d0; ESLI

Xn

1
Xk > 2;

d1; ESLI
Xn

1
Xk � 2 :

pOSLEDSTWIQ OT ISPOLXZOWANIQ KONKRETNOJ RE[A@]EJ FUNKCII W

DLINNOM RQDU ODNOTIPNYH STATISTI^ESKIH ISSLEDOWANIJ OPREDELQ-

@TSQ WELI^INOJ SREDNIH POTERX R(�; �) = E�L(�; �(X
(n))); KOTORAQ

ZAWISIT OT �; FUNKCIQ R(�; �); � 2 �; NAZYWAETSQ FUNKCIEJ RISKA.

oSNOWNAQ PROBLEMA MATEMATI^ESKOJ STATISTIKI SOSTOIT W PO-

STROENII RE[A@]IH FUNKCIJ �, MINIMIZIRU@]IH RAWNOMERNO PO

� 2 � FUNKCI@ RISKA R(�; �):mY BUDEM RE[ATX \TU PROBLEMU DLQ ZA-

DA^ OCENKI PARAMETROW I PROWERKI GIPOTEZ. eSTESTWENNO, BUDUT TAKVE

IZU^ATXSQ TRADICIONNYE, WOZMOVNO NE OBLADA@]IE OPTIMALXNYMI

SWOJSTWAMI, STATISTI^ESKIE PRAWILA, I W \TOM SLU^AE NA[EJ OSNOW-

NOJ ZADA^EJ BUDET WY^ISLENIE IH FUNKCIJ RISKA.

pREDSTAWLENNAQ WY[E SHEMA STATISTI^ESKOGO WYWODA WESXMA DA-

LEKA OT OB]NOSTI. bOLX[INSTWO STATISTI^ESKIH ZADA^ IMEET DELO S

NABL@DENIQMI ODNOWREMENNO ZA NESKOLXKIMI OB_EKTAMI, NAPRIMER,

NOWYJ METOD LE^ENIQ PRIMENQETSQ K ODNOJ GRUPPE PACIENTOW, W TO

WREMQ KAK DRUGAQ PODWERGAETSQ LE^ENI@ TRADICIONNYM METODOM, I PO

DANNYM NABL@DENIJ KOPIJ DWUH SLU^AJNYH WELI^IN DELAETSQ WYWOD O

PREDPO^TITELXNOSTI NOWOGO METODA. eSLI MY HOTIM SOKRATITX ^ISLO

NABL@DENIJ, NEOBHODIMOE DLQ DOSTIVENIQ ZADANNOJ (MALOJ) WELI^I-

NY RISKA, TO CELESOOBRAZNO NE FIKSIROWATX ZARANEE n; A PLANIROWATX

PREKRA]ENIE ISPYTANIJ POSLE NABL@DENIQ KAVDOJ KOPII W ZAWISI-

MOSTI OT POLU^ENNYH RANEE REZULXTATOW. sU]ESTWUET BOLX[OJ KLASS

ZADA^ UPRAWLENIQ NABL@DENIQMI { OPTIMALXNOGO WYBORA SLU^AJNOJ

WELI^INY, NABL@DAEMOJ NA KAVDOM [AGE STATISTI^ESKOGO \KSPERI-

MENTA, A TAKVE PRAWILA PREKRA]ENIQ NABL@DENIJ. wSE \TO DALEKO

WYHODIT ZA RAMKI TEH \KRATKIH NA^ATKOW" TEORII STATISTI^ESKIH

WYWODOW, KOTORYE BUDUT PREDSTAWLENY W NA[EM SEMESTROWOM KURSE.

mY ZAWER[IM \TOT PARAGRAF NABOROM PROSTEJ[IH OPREDELENIJ I

PONQTIJ, KOTORYE POSTOQNNO ISPOLXZU@TSQ W MATEMATI^ESKOJ STATIS-

TIKE.

10



iTAK, S ISSLEDUEMYM OB_EKTOM, OTNOSITELXNO KOTOROGO MY DOLVNY

PRINQTX NEKOTOROE RE[ENIE d 2 D; SOOTNOSITSQ NABL@DAEMAQ SLU^AJ-
NAQ WELI^INA X; RASPREDELENIE KOTOROJ P� IZWESTNO S TO^NOSTX@ DO

ZNA^ENIQ PARAMETRA �: sEMEJSTWO RASPREDELENIJ P = fP �; � 2 �g; KAK
OBY^NO, NAZYWAETSQ WEROQTNOSTNOJ MODELX@. pUSTX (X; A) { IZMERI-

MOE PROSTRANSTWO ZNA^ENIJ X: w DALXNEJ[EM BUDET WSEGDA PREDPO-

LAGATXSQ, ^TO NA SIGMA-ALGEBRE A SU]ESTWUET TAKAQ SIGMA-KONE^NAQ

MERA �; ^TO PRI L@BOM � 2 � RASPREDELENIE X MOVNO PREDSTAWITX W

WIDE INTEGRALA

P �(A) = P(X 2 A) =
Z
A

f(x j �) d�(x); A 2 A;

OT PLOTNOSTI f(x j �) RASPREDELENIQ X PO MERE �: w TAKOM SLU^AE

RASPREDELENIE NEZAWISIMYH KOPIJ X
(n) = (X1; : : : ;Xn) SLU^AJNOJ WE-

LI^INY X NA PROIZWEDENII (Xn
; A

n) IZMERIMYH PROSTRANSTW (X; A)

OPREDELQETSQ FUNKCIEJ PLOTNOSTI fn(x
(n) j �) PO MERE �n = � � � � � � �| {z }

n

;

TO ESTX

P �;n(An) = P(X (n) 2 An) =
Z
An

fn(x
(n) j �) d�n(x

(n)); An 2 A
n
:

oPREDELENIE 1.1. wEKTOR X (n) = (X1; : : : ;Xn) NEZAWISIMYH, ODI-

NAKOWO RASPREDELENNYH PO TOMU VE ZAKONU, ^TO I NABL@DAEMAQ SLU-

^AJNAQ WELI^INA X; SLU^AJNYH WELI^IN NAZYWAETSQ SLU^AJNOJ WYBOR-

KOJ OB_EMA n: iZMERIMOE PROSTRANSTWO (Xn
; A

n) ZNA^ENIJ X (n) NAZY-

WAETSQ WYBORO^NYM PROSTRANSTWOM, A SEMEJSTWO RASPREDELENIJ Pn =

fP �;n; � 2 �g NA \TOM PROSTRANSTWE { STATISTI^ESKOJ STRUKTUROJ

ILI STATISTI^ESKIM \KSPERIMENTOM. wEKTOR x
(n) = (x1; : : : ; xn) RE-

ZULXTATOW NABL@DENIQ SLU^AJNOJ WYBORKI X (n) NAZYWAETSQ WEKTOROM

(ILI SOWOKUPNOSTX@) WYBORO^NYH DANNYH.

zNAQ RASPREDELENIE WYBORKI, MY MOVEM WY^ISLQTX RISK L@BOGO

STATISTI^ESKOGO PRAWILA � S POMO]X@ n-KRATNOGO INTEGRALA

R(�; �) =
Z

X

: : :

Z

X

L(�; �(x(n)))fn(x
(n) j �) d�n(x

(n)):

kONE^NO, ESLI UDASTSQ NAJTI RASPREDELENIE G� RE[A@]EJ FUNK-

CII � NA IZMERIMOM PROSTRANSTWE RE[ENIJ (D; D); TO WY^ISLENIE

RISKA UPRO]AETSQ:

R(�; �) =
Z
D

L(�; a) dG(a):
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tAK, W PERWOM PRIMERE S WYBORKOJ IZ NORMALXNOGO (�; �2) RASPRE-

DELENIQ RE[A@]EJ FUNKCIEJ SLUVILO WYBORO^NOE SREDNEE X: bYLO

POKAZANO, ^TO X IMEET NORMALXNOE (�; �2) RASPREDELENIE, I IMENNO

\TO OBSTOQTELXSTWO POZWOLILO NAM NAJTI PROSTOE WYRAVENIE RISKA

STATISTI^ESKOGO PRAWILA ^EREZ FUNKCI@ RASPREDELENIQ STANDARTNO-

GO NORMALXNOGO ZAKONA. tO^NO TAK VE WO WTOROM PRIMERE S WYBOROM

IZ DWUHTO^E^NOGO RASPREDELENIQ B(1; p) RE[A@]AQ FUNKCIQ BYLA OS-

NOWANA NA SLU^AJNOJ WELI^INE
Xn

1
Xk; KOTORAQ IMEET RASPREDELENIE

bERNULLI B(n; p): rISK NA[EGO RE[A@]EGO PRAWILA PO WYQWLENI@

\FFEKTIWNOSTI METODA LE^ENIQ WYRAVALSQ ^EREZ FUNKCI@ RASPREDE-

LENIQ B(n; p):

zAMETIM, ^TO FUNKCII OT WYBORO^NOGO WEKTOR X
(n) IGRA@T WAV-

NU@, MOVNO DAVE SKAZATX SAMOSTOQTELXNU@, ROLX W MATEMATI^ESKOJ

STATISTIKE.

oPREDELENIE 1.2. l@BOE IZMERIMOE OTOBRAVENIE T = T (X (n))

WYBORO^NOGO PROSTRANSTWA (Xn
; A

n) W NEKOTOROE IZMERIMOE PROSTRAN-

STWO (T; B) NAZYWAETSQ STATISTIKOJ.

sU]ESTWUET DOWOLXNO USTOQW[IJSQ UNIWERSALXNYJ NABOR STATIS-

TIK, POSTOQNNO ISPOLXZUEMYH W TEORII I PRAKTIKE STATISTI^ESKO-

GO WYWODA; RASPREDELENIQ \TIH STATISTIK INTENSIWNO IZU^ALISX NA

PROTQVENII POSLEDNIH DWUH STOLETIJ. w SLEDU@]EM PARAGRAFE MY

POZNAKOMIMSQ S NABOROM STATISTIK, KOTORYE QWLQ@TSQ WYBORO^NYMI

ANALOGAMI STANDARTNYH HARAKTERISTIK RASPREDELENIQ NABL@DAEMOJ

SLU^AJNOJ WELI^INY, A TAKVE RASSMOTRIM STATISTIKI, REDUCIRU@-

]IE RAZMERNOSTX WYBORO^NOGO WEKTORA DO RAZMERNOSTI PARAMETRI-

^ESKOGO PROSTRANSTWA BEZ POTERI INFORMACII.
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